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Construccion del concepto de area como magnitud
De la teoria de situaciones didacticas a las aulas de educacién primaria

Medir una superficie parece, a primera vista, una tarea elemental. En la vida
cotidiana se habla del area de una habitacion, de un terreno, de una pared o de una
pantalla con una naturalidad que puede ocultar la complejidad conceptual implicada.
Para un estudiante de educacion primaria, sin embargo, comprender el &rea no consiste
simplemente en recordar que ciertas longitudes deben multiplicarse. Supone reconocer
un atributo bidimensional, distinguirlo de la forma y del perimetro, concebir una unidad
capaz de recubrir una regién, comprender que distintas unidades producen ndmeros
distintos y aceptar que una figura puede transformarse sin que por ello cambie la
cantidad de superficie que ocupa. Esta red de relaciones convierte la ensefianza del area
en un problema central de la educacion matematica.

La relevancia del tema se intensifica cuando se observa que muchas dificultades
sobreviven despues de afios de escolaridad. La investigacién internacional ha mostrado
que estudiantes de diversos niveles pueden calcular con formulas y, al mismo tiempo,
no interpretar el cuadrado como unidad de area o confundir el borde con la superficie
(Kamii & Kysh, 2006; Zacharos, 2006). Revisiones recientes mantienen esta
preocupacion y subrayan que el conocimiento conceptual en medicion de area se
relaciona con mejores posibilidades de resolucién de problemas, especialmente cuando
las experiencias de aprendizaje articulan unidades, estructuracion espacial y
razonamiento sobre transformaciones (Idrus et al., 2022).

El interés cientifico de esta obra reside precisamente en examinar el area como
magnitud y no como una coleccion de férmulas. Esa decision modifica el objeto de
ensefianza: desplaza la atencién desde el resultado hacia los procesos que permiten
comparar, recubrir, descomponer, recomponer y validar. La ensefianza gana asi un
caracter explicativo. El estudiante deja de ser un ejecutor de reglas y se convierte en un
sujeto que debe tomar decisiones frente a un medio matematico, explicar las unidades
que utiliza y justificar por qué una transformacion conserva o modifica aquello que se
mide.

La obra también tiene una dimension profesional. Para el docente, ensefiar area
con sentido conceptual exige anticipar errores, seleccionar variables didacticas, decidir
cuando intervenir y construir puentes entre representaciones concretas, graficas,

verbales, digitales y simbdlicas. Requiere entender que una cuadricula puede ser una
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herramienta poderosa, pero también una ayuda que oculta la estructura si nunca se
retira; que un manipulativo puede abrir posibilidades de comparacion, pero necesita ser
traducido a relaciones matematicas; y que GeoGebra puede ampliar la exploracion de
invariantes solo cuando su uso responde a una necesidad cognitiva y no a la mera
incorporacion de tecnologia.

En el plano social, fortalecer el razonamiento matematico en la escolaridad
basica forma parte de una agenda més amplia de calidad y equidad. Los resultados de
PISA 2022 muestran que en Peru el 34% de los estudiantes de 15 afios alcanzé al menos
el nivel 2 en matematica, frente al 69% promedio de la OCDE, dato que no puede
atribuirse a un Unico contenido, pero que recuerda la necesidad de construir
aprendizajes matematicos conectados con modelizacién, razonamiento y resolucion de
problemas (OECD, 2023). Las bases conceptuales de la medicion geométrica
contribuyen a esa formacidén porque integran nimero, espacio, proporcionalidad,
estimacion y argumentacion.

Este libro propone, por ello, una lectura de largo alcance. Parte de una
investigacion didactica situada y la pone en dialogo con teorias clasicas y evidencia
cientifica contemporanea. Su propdésito no es ofrecer una receta de aula, sino un marco
para comprender por qué ciertas tareas hacen visible el pensamiento de los estudiantes,
qué relaciones matematicas deben construirse antes de formalizar algoritmos y como
puede organizarse una progresion que preserve el significado a medida que aumenta la
eficiencia del célculo. La aspiracion editorial es que el texto resulte Util tanto para
docentes como para formadores, investigadores y estudiantes de posgrado interesados

en la ensefianza y aprendizaje de la geometria y la medida.
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Esta obra tiene como antecedente académico la tesis «Secuencia didactica para
contribuir en la construccion del concepto de drea como magnitud con estudiantes de
educacion primaria», elaborada por Verdnica Milagros Castillo Pérez para optar el
grado de Magister en Ensefianza de las Matematicas en la Escuela de Posgrado de la
Pontificia Universidad Catolica del Peru, en San Miguel, durante 2015 (Castillo Pérez,
2015). La investigacion se encuentra disponible en el Repositorio Institucional de la
Pontificia Universidad Catélica del Peri mediante el identificador persistente
http://hdl.handle.net/20.500.12404/6751. A partir de sus datos, procedimientos y
resultados, el presente libro amplia el problema hacia una discusién cientifica autbnoma
sobre el area como magnitud, el razonamiento de medicién y el disefio de situaciones
didacticas.

La transformacion realizada conserva como fuente primaria la arquitectura
metodoldgica y la evidencia del estudio original: cuatro estudiantes de once afios del
sexto grado de educacién primaria, el trabajo con el docente de Matematica, dos
secuencias de actividades, materiales de recubrimiento, unidades arbitrarias,
cuadriculas, registros escritos, observaciones y grabaciones. También conserva los
errores, las respuestas parciales y las tensiones registradas. Ninguna cifra o resultado del
caso ha sido reemplazado por una estimacién retrospectiva. Cuando el libro utiliza datos
de la tesis, su procedencia se reconoce expresamente; cuando formula modelos, tablas
de sintesis o propuestas nuevas, se identifica como elaboracidn de esta obra.

El paso de tesis a libro exigio una transformacion intelectual y no solo formal.
La estructura universitaria basada en problema, objetivos, marco teérico, metodologia y
resultados fue sustituida por una légica editorial de seis capitulos: contexto y
persistencia del problema; fundamentos del area como magnitud; teorias y disefio de
situaciones; recursos y mediaciones; reconstruccion del caso de estudio; y discusion,
transferencia y proyeccion. Los objetivos e hipdtesis de trabajo dejaron de funcionar
como encabezados y fueron integrados en una narrativa que explica las relaciones entre
conocimiento matematico, actividad del estudiante y decisiones docentes.

La ampliacion bibliogréafica incorpora literatura cientifica posterior a la tesis, con
énfasis en revisiones sistematicas, metaandlisis y estudios sobre medicion de area,

trayectorias de aprendizaje, visualizacidn espacial, manipulativos, evaluacion formativa
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y GeoGebra. Se integran, entre otros, los aportes de Idrus et al. (2022), Atit et al.
(2022), Hawes et al. (2022), Harris et al. (2023), Lehmann (2023), Yohannes y Chen
(2023), Suparman et al. (2024) y Vargas Herrera et al. (2025), junto con documentos
curriculares del Ministerio de Educacion del Perd y el informe PISA 2022 de la OCDE.
La actualizacion no reemplaza a autores clasicos; los reubica dentro de debates y
evidencias contemporaneas.

El libro esta dirigido a investigadores en educacion matematica, docentes de
educacion primaria, especialistas curriculares, formadores de profesores y estudiantes
de posgrado. Para el aula ofrece criterios de disefio, ejemplos de variables y matrices de
evaluacion; para la investigacién ofrece una reconstruccion trazable del caso y una
discusion sobre sus alcances; para la formacién docente propone una lectura de los
errores como evidencia del pensamiento y de la intervencion docente como parte del
sistema didactico.

La organizacion de la obra permite dos recorridos complementarios. El lector
puede avanzar de manera secuencial desde los fundamentos hacia el caso y su discusion,
0 puede consultar capitulos especificos segun su interés. Las tablas y figuras sintetizan
relaciones, no sustituyen la argumentacion. El capitulo dedicado al caso mantiene una
frontera explicita entre los datos originales y las nuevas interpretaciones. De este modo,
la obra busca conservar fidelidad histdrica a la investigacion de origen y, a la vez,
ofrecer una plataforma conceptual suficientemente amplia para ser leida con

independencia de la tesis que le dio origen.
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La medicion de area ocupa una posicion singular dentro de las matematicas
escolares. Conecta geometria, namero, multiplicacion, fracciones, proporcionalidad,
estimacion y resolucion de problemas, y al mismo tiempo exige una abstraccion que
suele pasar inadvertida: el estudiante debe tratar una region bidimensional como
portadora de una magnitud que puede conservarse bajo transformaciones y expresarse
numéricamente respecto de una unidad. Esa coordinacidn no surge automaticamente de
observar figuras ni de aplicar formulas. Necesita situaciones en las que comparar,
recubrir, descomponer, reconstruir y argumentar sean actividades matematicamente
necesarias.

Durante décadas, la investigacion ha documentado dificultades asociadas a una
introduccién prematura de formulas. La multiplicacion longitud por anchura puede ser
ejecutada sin que el cuadrado se constituya como unidad de medida, y estudiantes
capaces de calcular rectangulos pueden fracasar cuando la figura se gira, se presenta sin
cuadricula o exige descomposicion (Kamii & Kysh, 2006; Zacharos, 2006). Estudios
sobre textos escolares también han encontrado desajustes entre la secuencia de
contenidos y las trayectorias de aprendizaje recomendadas por la investigacion,
especialmente en el tratamiento temprano de la unidad y la estructuracion espacial
(Hong et al., 2018, 2019).

El concepto de area como magnitud ofrece una respuesta tedrica a este
problema. Desde los trabajos de Freudenthal, Douady, Perrin-Glorian y la tradicion
francofona de didactica de las matematicas, el area puede comprenderse como una
propiedad de las superficies que permite establecer equivalencias y orden, diferenciada
tanto de la forma geométrica como de la medida numérica. Esta distincion hace
inteligible una situacién fundamental: una superficie conserva su area cuando cambia la
unidad con la que se mide, pero el nimero que expresa esa medida cambia. Comprender
esta relacion es un objetivo conceptual mas profundo que recordar una formula.

La evidencia mas reciente refuerza esta orientacion. La revision sistematica de
Idrus et al. (2022) identifica una relacion directa entre conocimiento conceptual y
desempefio en medicion de area. Clements et al. (2018) muestran que intervenciones
centradas en unidades y estructuracion espacial pueden apoyar el desarrollo de la

medicion de area desde edades tempranas. A su vez, metaanalisis sobre habilidades
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espaciales encuentran relaciones consistentes con el rendimiento matematico y efectos
de la formacion espacial, lo que amplia la mirada sobre las operaciones cognitivas
implicadas en recubrir, imaginar unidades y reorganizar figuras (Atit et al., 2022,
Hawes et al., 2022).

En Perd, la cuestion se inserta en un curriculo por competencias que plantea
progresiones de aprendizaje y resolucion de problemas de forma, movimiento y
localizacion. El Programa Curricular de Educacion Primaria y el Curriculo Nacional
establecen un marco que permite articular atributos medibles, estimacion, unidades y
argumentacion a lo largo de la escolaridad (Ministerio de Educacion del Perd, 2016a,
2016b). Esta oportunidad curricular exige, sin embargo, traducirse en secuencias de aula
que no vuelvan a reducir el area a la memorizacion de procedimientos.

El enfoque de este libro se apoya en tres grandes ejes. EI primero es matematico:
qué significa area, como se diferencia de superficie y medida, qué propiedades la
caracterizan y como se construye una unidad bidimensional. El segundo es cognitivo-
didactico: qué trayectorias y errores aparecen cuando los estudiantes intentan medir y
qué situaciones pueden provocar reorganizaciones de estrategia. El tercero es
metodoldgico-profesional: como disefiar, observar y validar secuencias de ensefianza,
como intervenir sin sustituir la actividad matematica y como utilizar recursos fisicos o
digitales con un proposito conceptual.

Los seis capitulos desarrollan estos ejes de manera progresiva. El capitulo | sitGa
el problema en la cultura matematica escolar, el curriculo y la investigacion reciente. El
capitulo Il profundiza en la estructura del &rea como magnitud y en las trayectorias que
conducen desde el recubrimiento hasta la formula. El capitulo 111 examina la Teoria de
Situaciones Didacticas y la Ingenieria Didactica como marcos para disefiar y analizar
experiencias. El capitulo IV estudia manipulativos, cuadriculas, visualizacion espacial,
GeoGebra y evaluacion formativa. El capitulo V reconstruye, con trazabilidad, el caso
empirico de Castillo Pérez (2015). Finalmente, el capitulo VI contrasta los hallazgos
con la evidencia contemporanea y propone una progresion y un modelo integrador para
futuras préacticas e investigaciones.

El alcance de la obra es deliberadamente analitico. No pretende generalizar
estadisticamente a partir de cuatro participantes ni presentar la secuencia original como
intervencion probada para cualquier contexto. Su aporte consiste en mostrar como un

caso microdidactico puede dialogar con evidencia acumulada y convertirse en fuente de

Veronica Milagros Castillo Perez 8



Construccion del concepto de area como magnitud
De la teoria de situaciones didacticas a las aulas de educacién primaria

hipdtesis de disefio. Las conclusiones se formulan, por tanto, en términos de
posibilidades, relaciones y condiciones de aprendizaje, diferenciando siempre lo
observado en 2015 de las ampliaciones construidas mediante la literatura cientifica
posterior.
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CAPITULO |

El primer capitulo sitia el area dentro de la cultura matematica escolar y
examina por qué un contenido aparentemente elemental sigue generando dificultades
persistentes. La discusion articula la evolucion conceptual del area, el lugar del
curriculo, la influencia de los textos y la evidencia de errores que confunden perimetro,
forma y medida. El objetivo es construir el escenario intelectual del libro: comprender
que el problema no reside en la existencia de férmulas, sino en el momento y las
condiciones bajo las cuales esas formulas adquieren significado. Desde esta base, el
capitulo propone leer la investigacién de origen como un caso local de un problema

internacional bien documentado.

1.1 DE LA SUPERFICIE COTIDIANA AL OBJETO
MATEMATICO AREA

El nucleo de este apartado es la transicién desde experiencias perceptivas de
extension y recubrimiento hacia un objeto matematico que puede compararse,
conservarse y medirse. Este desplazamiento conceptual resulta decisivo porque el area
no se aprende de manera sélida cuando se presenta (nicamente como una operacion
aritmética asociada a ciertas figuras. La matematica escolar necesita construir un puente
entre experiencias de comparacion y transformacién, representaciones geométricas y
cuantificacion. Desde esta perspectiva, el aprendizaje se entiende como una
reorganizacion progresiva de relaciones: qué se mide, con qué unidad se compara, qué
transformaciones conservan la magnitud y coémo se justifican los resultados.
(Freudenthal (1983); Douady y Perrin-Glorian (1987); Idrus et al. (2022)) ofrece un

marco convergente para interpretar este transito y para diferenciar el conocimiento que
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permite ejecutar un calculo del conocimiento que permite explicar por qué ese célculo
representa una medida de area.

La investigacion que sirve de base a esta obra aporta un referente empirico
especialmente dtil: la tesis distingue superficie, area y medida y adopta el area como
magnitud, evitando reducirla a un valor numérico. Este dato no se utiliza aqui como
ilustracion anecddtica, sino como evidencia situada de los problemas conceptuales que
aparecen cuando el estudiante debe actuar sin una formula inmediatamente disponible.
La riqueza del caso reside en que registra procedimientos, conversaciones y cambios de
estrategia, por lo que permite reconstruir el razonamiento y no solo clasificar respuestas
como correctas o incorrectas. La lectura editorial del estudio preserva esta evidencia,
pero la inserta en un marco cientifico mas amplio para evitar que la interpretacion quede
restringida a las condiciones particulares del aula observada (Castillo Pérez, 2015).

La literatura especializada amplia esta lectura al sefialar que la comprension
conceptual exige coordinar forma, recubrimiento, unidad bidimensional, iteracion y
conservacion antes de automatizar formulas. En consecuencia, la comprension del area
puede describirse como una red de coordinaciones entre atributos geométricos,
unidades, representaciones y operaciones. Cuando una de estas coordinaciones falta, el
estudiante puede producir una respuesta numérica plausible sin controlar el significado
de la magnitud. Por ello, la ensefianza conceptual no se opone a la eficiencia
procedimental; su finalidad es que la eficiencia se apoye en estructuras que puedan
recuperarse, explicarse y transferirse. (Freudenthal (1983); Douady y Perrin-Glorian
(1987); Idrus et al. (2022)) coincide en que la calidad del conocimiento se hace visible
cuando el alumno puede cambiar de representacion o de estrategia sin perder el control
sobre la relacion matematica central.

Un mecanismo particularmente relevante es que la equivalencia de areas puede
establecerse por transformaciones, descomposicion y recomposicion aun cuando cambie
la forma. Esta idea permite transformar la tarea didactica: ya no se trata solo de pedir un
namero, sino de disefiar condiciones para que determinadas relaciones sean necesarias.
El estudiante debe decidir qué conservar, qué transformar y qué informacion resulta
pertinente. Las tareas con variaciones controladas pueden provocar una ruptura de
estrategias fragiles y favorecer otras mas generales. Esa reorganizacion constituye una

sefial de aprendizaje mas potente que la repeticién exitosa de un mismo tipo de
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gjercicio, porque muestra que el conocimiento empieza a funcionar como herramienta
para anticipar y justificar acciones matematicas.

Desde el punto de vista del disefio de ensefianza, una secuencia didactica fértil
debe provocar que el estudiante explique qué atributo estd comparando y qué permanece
invariante. La consigna, los materiales y las representaciones deben sostener la
actividad intelectual sin sustituirla. Una tarea demasiado guiada convierte el
procedimiento en obediencia; una tarea demasiado abierta puede dispersar la atencion y
ocultar el objeto matematico. El equilibrio consiste en restringir suficientemente el
medio para que las estrategias relevantes tengan consecuencias observables y, al mismo
tiempo, conservar un espacio de decision para el estudiante. En esta ldgica, la
intervencion docente se orienta a pedir razones, comparar procedimientos y devolver
preguntas que obliguen a revisar la coherencia de las soluciones, antes que a indicar el

algoritmo esperado.

Figura 1. De la regi6n geométrica a la medicion

De la regidn geométrica a la medicién

Superficie abstraccion [ Area ‘] medicién ( Medida
(region) (magnitud) l(numerd+ unidad)

Elaboracion propia a partir de los marcos tedricos y relaciones desarrollados en este libro.

La figura sintetiza relaciones que en el texto se analizan de manera separada. Su
lectura debe hacerse de forma funcional: las flechas representan dependencias o
transiciones didacticas, no una secuencia psicoldgica rigida. El valor del esquema
consiste en ayudar a identificar qué componentes deben coordinarse cuando se disefia 0

interpreta una situacion de aprendizaje del area.
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Conviene introducir una cautela: la cotidianeidad ofrece contextos de
comparacion, reparto y cobertura, pero la formalizacion requiere controlar el significado
de la unidad. Esta precision evita convertir recursos, teorias o procedimientos en recetas
universales. Una cuadricula, un manipulativo, una formula o un software no poseen
eficacia didactica por si mismos; su funcién depende de la relacién que la tarea
establezca entre el recurso y el conocimiento. Incluso una estrategia matematicamente
valida puede convertirse en obstaculo si se aplica de manera rigida fuera de las
condiciones que justifican su uso. El analisis didactico debe, por tanto, atender a la
estructura del problema, a los conocimientos previos y a las decisiones que el medio
hace posibles o0 necesarias.

Una consecuencia para el aprendizaje es que las respuestas parciales deben
leerse como configuraciones de conocimiento, no como simples fallas. Un estudiante
puede reconocer una unidad de area y, sin embargo, no estructurarla en filas y
columnas; puede descomponer una figura correctamente y recomponer mal sus areas; o
puede calcular una medida con precision sin distinguir la magnitud del nimero. Esta
granularidad explica por qué una evaluacion basada solo en aciertos pierde informacion
crucial. Los niveles de razonamiento y las trayectorias de aprendizaje permiten describir
qué relaciones estan disponibles y cudles requieren nuevas experiencias, especialmente
cuando se combinan observaciones, producciones graficas y explicaciones verbales
(Freudenthal (1983); Douady y Perrin-Glorian (1987); Idrus et al. (2022)).

El lenguaje cumple aqui una funcion epistemoldgica. Expresiones como
superficie, area, medida, unidad, cuadrado, lado o perimetro no son intercambiables,
aunque en la conversacion cotidiana puedan mezclarse. La precision verbal ayuda a
estabilizar distinciones que después sostienen la simbolizacion. Sin embargo, la
correccion terminoldgica no debe preceder mecanicamente a la comprension: puede
emerger de la necesidad de comunicar diferencias entre procedimientos y resultados. La
institucionalizacion docente tiene sentido cuando nombra relaciones que los estudiantes
ya han encontrado 0 que necesitan reorganizar, conectando producciones personales con
una forma matematica compartida y culturalmente estable.

El contraste entre representaciones es otra herramienta de profundizacion. Una
misma relacion puede expresarse mediante recortes, una cuadricula, una tabla de
medidas, un diagrama, una expresion multiplicativa o una construccion dindmica.

Cuando el estudiante puede explicar como se conserva el significado al pasar de una
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representacion a otra, aumenta la probabilidad de que el conocimiento sea flexible.
Cuando solo domina una representacion, la aparente comprension puede depender de
sefiales perceptivas especificas. Por ello, resulta valioso retirar gradualmente apoyos
visibles, introducir unidades no convencionales y plantear figuras cuya orientacion o
complejidad impida reconocer de inmediato una férmula conocida.

La Tabla 1 organiza los elementos centrales de esta discusion en un formato
comparativo. Su funcion es hacer visibles relaciones que suelen aparecer dispersas en la
literatura o en las producciones de aula y facilitar su uso en analisis didactico y

planificacion.

Tabla 1. Distinciones iniciales entre superficie, area, medida y unidad

considera?

ndmero

Concepto Pregunta guia Riesgo de confusion | Tratamiento did4ctico
,Qué region se Confundir regién con Delimitar, recortar,
Superficie ¢ g g superponer y

transformar regiones

Area

¢Cuanta extension
bidimensional posee?

Identificarla con la
forma

Comparar y conservar
bajo transformaciones

Tomarla como
propiedad absoluta

¢Cuantas unidades
corresponden?
¢Con qué patrén
bidimensional se
compara?
Elaboracion propia a partir de Freudenthal (1983), Douady y Perrin-Glorian (1987) e Idrus et al. (2022).

Explicitar unidad y

Medida de area s
relacion de cobertura

Tratarla como unidad Iterar sin huecos ni

Unidad de érea . .
lineal superposiciones

La lectura de la Tabla 1 confirma que una misma tarea de area puede activar
conocimientos distintos segln la unidad, la representacion, la figura y la exigencia de
justificacién. Por ello, el disefio no deberia evaluar Unicamente la exactitud final, sino
también la relacién matematica que sostiene el procedimiento y su estabilidad ante una
variacion controlada.

La dimension espacial merece atencion explicita. La medicién de area exige
concebir unidades bidimensionales que recubren una regién, coordinar partes y
totalidad, y anticipar transformaciones que no alteran la cantidad de superficie. Estas
operaciones implican visualizacion, pero no se reducen a una habilidad perceptiva
aislada. La visualizacion se vuelve matematica cuando se articula con propiedades,
relaciones de equivalencia y argumentos. La evidencia contemporanea sobre habilidades
espaciales y rendimiento matematico permite entender por qué tareas de rotacion,
particion, estructuracién y recomposicién pueden contribuir a aprendizajes mas
generales, siempre que se integren al contenido y no se trabajen como ejercicios
desconectados (Freudenthal (1983); Douady y Perrin-Glorian (1987); Idrus et al.
(2022)).
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La evaluacion formativa ofrece un marco operativo para convertir estas
observaciones en decisiones de ensefianza. La pregunta clave no es solo si el estudiante
lleg6 a un resultado, sino qué unidad imagin6, cdmo organizo el recubrimiento, qué
relacion utiliz6, como verificd su estrategia y si puede sostenerla en una tarea
modificada. La retroalimentacion atil se dirige a una relacion matematica concreta y
abre una nueva oportunidad de accion. De este modo, evaluar y ensefiar dejan de ser
momentos separados: la evidencia recogida durante la actividad permite ajustar el
medio, seleccionar una variante de la tarea o decidir qué conocimiento necesita ser
institucionalizado (Freudenthal (1983); Douady y Perrin-Glorian (1987); Idrus et al.
(2022)).

En términos curriculares, este enfoque exige continuidad. Las nociones de
comparacion, conservacion, unidad e iteracion deberian reaparecer con creciente
complejidad a lo largo de la primaria, en lugar de quedar encapsuladas en una unidad
teméatica breve. Cada retorno puede incorporar nuevas restricciones: unidades
convencionales, medidas fraccionarias, figuras compuestas, datos incompletos,
problemas inversos o necesidad de justificar generalizaciones. Una progresion de este
tipo conecta la intuicion geométrica con el razonamiento multiplicativo y prepara
aprendizajes posteriores de proporcionalidad, semejanza, superficie y modelizacion.

La diversidad de estudiantes obliga a evitar una Unica via de acceso. Algunos
alumnos se benefician de manipular y superponer; otros de dibujar, verbalizar o usar
una representacion dindmica. Ofrecer multiples representaciones no significa reducir la
exigencia matematica, sino permitir que la relacion central sea accesible desde
diferentes sistemas semioticos. El criterio de calidad es que todas las vias converjan en
una explicacion controlable: qué se conserva, qué cambia, por qué la unidad elegida es
pertinente y cdmo se puede verificar la medida. Este enfoque resulta compatible con una
ensefianza inclusiva centrada en el razonamiento.

Para el profesorado, la implicacion mas exigente es anticipar estrategias sin
fijarlas. Disefiar una buena situacion supone imaginar procedimientos plausibles, errores
productivos, valores de variables que provoquen cambios y preguntas que permitan
sostener la autonomia. La planificacion se convierte asi en una hipotesis sobre el
funcionamiento del conocimiento en un medio. Durante la clase, esa hipotesis debe

confrontarse con las producciones reales y revisarse cuando las respuestas muestran

Veronica Milagros Castillo Perez 19



Construccion del concepto de area como magnitud
De la teoria de situaciones didacticas a las aulas de educacién primaria

relaciones distintas de las previstas. Esta l6gica aproxima la préctica docente a una
investigacion sistematica de la ensefianza.

La expansion cientifica realizada en este libro también permite situar el caso en
una escala adecuada. Las evidencias microdidacticas ofrecen profundidad interpretativa,
mientras que revisiones sistematicas y metaanalisis aportan panoramas mas amplios
sobre patrones, relaciones y efectos. Ninguno de estos niveles sustituye al otro. El caso
explica como puede organizarse una estrategia dentro de una situacion concreta; la
evidencia acumulada ayuda a estimar si el problema observado es recurrente y qué
enfoques han mostrado resultados consistentes. Su integracion fortalece la discusion sin
atribuir al pequefio estudio original alcances que no posee.

Como sintesis, el disefio de experiencias debe combinar comparacion, medicion,
transformacion y argumentacién, con variaciones que permitan observar si el estudiante
conserva el significado al cambiar de unidad, figura o representacién. Esta formulacion
conecta el analisis conceptual con una decision educativa verificable y prepara el paso
hacia el siguiente problema del capitulo. La ensefianza del area como magnitud adquiere
coherencia cuando las tareas, los recursos, las interacciones y la evaluacion apuntan a
las mismas relaciones matematicas. El objetivo no es prolongar indefinidamente
experiencias manipulativas ni retrasar el simbolismo, sino asegurar que la economia de
la formula sea el punto de llegada de una estructura comprensible y que, una vez
introducida, pueda volver a justificarse desde unidades, transformaciones y relaciones
espaciales.

Desde una perspectiva epistemoldgica, la transicion desde experiencias
perceptivas de extension y recubrimiento hacia un objeto matemético que puede
compararse, conservarse y medirse también permite comprender que los conceptos
escolares son el resultado de una organizacion progresiva de experiencias y relaciones.
La historia de la medicion muestra que cuantificar una superficie supone estabilizar
unidades, operaciones de composicion y criterios de equivalencia; la ensefianza
reproduce parcialmente ese desafio a escala cognitiva. Por eso, saltar directamente a una
notacion eficiente puede ocultar los problemas que la propia matematica tuvo que
resolver: qué cuenta como la misma cantidad de superficie, cCOmo se comparan regiones
no superponibles y de qué manera una unidad puede iterarse de forma coherente.
(Freudenthal (1983); Douady y Perrin-Glorian (1987); Idrus et al. (2022)) proporciona
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antecedentes para disefiar tareas donde esas relaciones se conviertan en objeto de
reflexion y no permanezcan como supuestos invisibles detras de un algoritmo.

Una forma de operacionalizar este enfoque consiste en construir secuencias de
tareas que mantengan estable el conocimiento central y modifiquen una condicion a la
vez. A partir de una secuencia didactica fértil debe provocar que el estudiante explique
qué atributo estd comparando y qué permanece invariante, puede variarse la forma sin
cambiar el &rea, cambiar la unidad manteniendo la region, retirar gradualmente la
cuadricula o pedir que una estrategia sea explicada con una representacion distinta. La
comparacion entre soluciones se vuelve entonces parte del contenido: obliga a
identificar qué informacion es matematica y cudl pertenece solo al dibujo o al material.
Esta logica favorece que el estudiante formule conjeturas, encuentre contragjemplos y
desarrolle criterios para elegir procedimientos, en lugar de asociar cada apariencia
visual con una regla aislada. La variacion controlada es, ademas, un recurso potente
para el docente porque hace observable la estabilidad o fragilidad de la comprension.

En términos de investigacion educativa, la cotidianeidad ofrece contextos de
comparacion, reparto y cobertura, pero la formalizacion requiere controlar el significado
de la unidad plantea una exigencia metodoldgica: separar cuidadosamente desempefio
inmediato, comprension conceptual y transferencia. Una secuencia puede mejorar la
ejecucion durante la sesion porque ofrece apoyos visibles, sin que ello implique que el
estudiante haya internalizado la estructura necesaria para resolver una tarea distante. Por
eso son relevantes las pruebas diferidas, las representaciones novedosas Yy la solicitud de
justificaciones. La tesis de origen ya ofrece una sefial en esa direccién al incluir una
segunda actividad una semana después; la literatura contemporanea sobre progresiones
y evaluacion formativa permite ampliar ese criterio y proponer seguimientos mas
extensos. De este modo, el disefio de ensefianza y el disefio de investigacidén convergen
en una misma pregunta: qué evidencia permite afirmar que el conocimiento funciona
mas alla de la situacion en la que fue construido (Freudenthal (1983); Douady y Perrin-
Glorian (1987); Idrus et al. (2022)).

En suma, este apartado refuerza una idea transversal del libro: comprender area
supone coordinar relaciones geométricas, métricas y representacionales y poder
justificar su funcionamiento cuando cambian las condiciones de la tarea. Esta
coordinacion prepara el terreno para el siguiente apartado, donde el anélisis desplaza el

énfasis hacia una dimension complementaria del mismo problema.
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1.2 LA ENSENANZA ESCOLAR DEL AREA Y EL PREDOMINIO
DE LA FORMULA

El ndcleo de este apartado es la tension entre una ensefianza centrada en
procedimientos de calculo y otra orientada a construir significado para la magnitud area.
Este desplazamiento conceptual resulta decisivo porque el &rea no se aprende de manera
solida cuando se presenta nicamente como una operacion aritmética asociada a ciertas
figuras. La matematica escolar necesita construir un puente entre experiencias de
comparacion y transformacion, representaciones geomeétricas y cuantificacion. Desde
esta perspectiva, el aprendizaje se entiende como una reorganizacion progresiva de
relaciones: qué se mide, con qué unidad se compara, qué transformaciones conservan la
magnitud y como se justifican los resultados. (Kamii y Kysh (2006); Zacharos (2006);
Clements et al. (2018)) ofrece un marco convergente para interpretar este transito y para
diferenciar el conocimiento que permite ejecutar un célculo del conocimiento que
permite explicar por qué ese calculo representa una medida de area.

La investigacion que sirve de base a esta obra aporta un referente empirico
especialmente util: en el estudio de origen las estudiantes recurrieron inicialmente a
férmulas, al perimetro o incluso a la medicion de &ngulos sin disponer de un criterio
estable para el area. Este dato no se utiliza aqui como ilustracion anecdoética, sino como
evidencia situada de los problemas conceptuales que aparecen cuando el estudiante debe
actuar sin una formula inmediatamente disponible. La riqueza del caso reside en que
registra procedimientos, conversaciones y cambios de estrategia, por lo que permite
reconstruir el razonamiento y no solo clasificar respuestas como correctas o incorrectas.
La lectura editorial del estudio preserva esta evidencia, pero la inserta en un marco
cientifico mas amplio para evitar que la interpretaciébn quede restringida a las
condiciones particulares del aula observada (Castillo Pérez, 2015).

La literatura especializada amplia esta lectura al sefialar que la literatura reporta
que introducir tempranamente longitud por anchura puede producir respuestas correctas
sin una comprension de la unidad cuadrada. En consecuencia, la comprension del area
puede describirse como una red de coordinaciones entre atributos geomeétricos,
unidades, representaciones y operaciones. Cuando una de estas coordinaciones falta, el
estudiante puede producir una respuesta numérica plausible sin controlar el significado
de la magnitud. Por ello, la ensefianza conceptual no se opone a la eficiencia

procedimental; su finalidad es que la eficiencia se apoye en estructuras que puedan
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recuperarse, explicarse y transferirse. (Kamii y Kysh (2006); Zacharos (2006); Clements
et al. (2018)) coincide en que la calidad del conocimiento se hace visible cuando el
alumno puede cambiar de representacion o de estrategia sin perder el control sobre la
relacion matematica central.

Un mecanismo particularmente relevante es que la féormula debe emerger como
una abreviacion de la estructura rectangular de filas y columnas, no como una regla
desconectada del recubrimiento. Esta idea permite transformar la tarea didactica: ya no
se trata solo de pedir un nimero, sino de disefiar condiciones para que determinadas
relaciones sean necesarias. El estudiante debe decidir qué conservar, qué transformar y
qué informacién resulta pertinente. Las tareas con variaciones controladas pueden
provocar una ruptura de estrategias fragiles y favorecer otras mas generales. Esa
reorganizacion constituye una sefial de aprendizaje mas potente que la repeticion exitosa
de un mismo tipo de ejercicio, porque muestra que el conocimiento empieza a funcionar
como herramienta para anticipar y justificar acciones matematicas.

Desde el punto de vista del disefio de ensefianza, el error se convierte en
evidencia del modelo conceptual del estudiante y permite disefiar tareas que hagan
visible la diferencia entre borde y superficie. La consigna, los materiales y las
representaciones deben sostener la actividad intelectual sin sustituirla. Una tarea
demasiado guiada convierte el procedimiento en obediencia; una tarea demasiado
abierta puede dispersar la atencion y ocultar el objeto matematico. El equilibrio consiste
en restringir suficientemente el medio para que las estrategias relevantes tengan
consecuencias observables y, al mismo tiempo, conservar un espacio de decision para el
estudiante. En esta logica, la intervencidn docente se orienta a pedir razones, comparar
procedimientos y devolver preguntas que obliguen a revisar la coherencia de las
soluciones, antes que a indicar el algoritmo esperado.

Conviene introducir una cautela: la ensefianza debe alternar tareas métricas y no
métricas, unidades visibles e implicitas, y figuras regulares y compuestas. Esta precision
evita convertir recursos, teorias o procedimientos en recetas universales. Una
cuadricula, un manipulativo, una formula o un software no poseen eficacia didactica por
si mismos; su funcion depende de la relacion que la tarea establezca entre el recurso y el
conocimiento. Incluso una estrategia matematicamente valida puede convertirse en

obstaculo si se aplica de manera rigida fuera de las condiciones que justifican su uso. El
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analisis didactico debe, por tanto, atender a la estructura del problema, a los
conocimientos previos y a las decisiones que el medio hace posibles o necesarias.

Una consecuencia para el aprendizaje es que las respuestas parciales deben
leerse como configuraciones de conocimiento, no como simples fallas. Un estudiante
puede reconocer una unidad de area y, sin embargo, no estructurarla en filas y
columnas; puede descomponer una figura correctamente y recomponer mal sus areas; o
puede calcular una medida con precision sin distinguir la magnitud del ndmero. Esta
granularidad explica por qué una evaluacion basada solo en aciertos pierde informacion
crucial. Los niveles de razonamiento y las trayectorias de aprendizaje permiten describir
qué relaciones estan disponibles y cudles requieren nuevas experiencias, especialmente
cuando se combinan observaciones, producciones graficas y explicaciones verbales
(Kamii y Kysh (2006); Zacharos (2006); Clements et al. (2018)).

El lenguaje cumple aqui una funcion epistemoldgica. Expresiones como
superficie, area, medida, unidad, cuadrado, lado o perimetro no son intercambiables,
aunque en la conversacion cotidiana puedan mezclarse. La precision verbal ayuda a
estabilizar distinciones que después sostienen la simbolizacion. Sin embargo, la
correccion terminoldgica no debe preceder mecanicamente a la comprension: puede
emerger de la necesidad de comunicar diferencias entre procedimientos y resultados. La
institucionalizacion docente tiene sentido cuando nombra relaciones que los estudiantes
ya han encontrado o que necesitan reorganizar, conectando producciones personales con
una forma matematica compartida y culturalmente estable.

El contraste entre representaciones es otra herramienta de profundizacién. Una
misma relacion puede expresarse mediante recortes, una cuadricula, una tabla de
medidas, un diagrama, una expresion multiplicativa o una construccion dindmica.
Cuando el estudiante puede explicar como se conserva el significado al pasar de una
representacion a otra, aumenta la probabilidad de que el conocimiento sea flexible.
Cuando solo domina una representacion, la aparente comprension puede depender de
sefiales perceptivas especificas. Por ello, resulta valioso retirar gradualmente apoyos
visibles, introducir unidades no convencionales y plantear figuras cuya orientacion o
complejidad impida reconocer de inmediato una férmula conocida.

La Tabla 2 organiza los elementos centrales de esta discusion en un formato

comparativo. Su funcion es hacer visibles relaciones que suelen aparecer dispersas en la
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literatura o en las producciones de aula y facilitar su uso en analisis didactico y

planificacion.

Tabla 2. Contraste entre ensefianza formularia y ensefianza conceptual del area

Dimensién

Predominio formularia

Orientacion conceptual

Punto de partida

Nombre de la figura y férmula

Atributo, comparacion y
recubrimiento

Unidad

Implicita después del calculo

Obijeto bidimensional que
estructura la medida

Error

Fallo de aplicacion

Evidencia sobre el modelo
conceptual

Transferencia

Ejercicios del mismo tipo

Variacion de figura, unidad y

representacion

Argumento sobre cobertura,
equivalencia o transformacion
Elaboracion propia a partir de Kamii y Kysh (2006), Zacharos (2006) y Clements et al. (2018).

Validacion Respuesta numérica

La lectura de la Tabla 2 confirma que una misma tarea de area puede activar
conocimientos distintos segln la unidad, la representacion, la figura y la exigencia de
justificacion. Por ello, el disefio no deberia evaluar Gnicamente la exactitud final, sino
también la relacién matematica que sostiene el procedimiento y su estabilidad ante una
variacion controlada.

La dimension espacial merece atencion explicita. La medicién de area exige
concebir unidades bidimensionales que recubren una regién, coordinar partes y
totalidad, y anticipar transformaciones que no alteran la cantidad de superficie. Estas
operaciones implican visualizacion, pero no se reducen a una habilidad perceptiva
aislada. La visualizaciéon se vuelve matematica cuando se articula con propiedades,
relaciones de equivalencia y argumentos. La evidencia contemporanea sobre habilidades
espaciales y rendimiento matematico permite entender por qué tareas de rotacion,
particion, estructuracién y recomposicion pueden contribuir a aprendizajes mas
generales, siempre que se integren al contenido y no se trabajen como ejercicios
desconectados (Kamii y Kysh (2006); Zacharos (2006); Clements et al. (2018)).

La evaluacion formativa ofrece un marco operativo para convertir estas
observaciones en decisiones de ensefianza. La pregunta clave no es solo si el estudiante
llegd a un resultado, sino qué unidad imagind, cdmo organizo el recubrimiento, qué
relacién utiliz6, cédmo verificO su estrategia y si puede sostenerla en una tarea
modificada. La retroalimentacion Gtil se dirige a una relacion matematica concreta y
abre una nueva oportunidad de accion. De este modo, evaluar y ensefiar dejan de ser

momentos separados: la evidencia recogida durante la actividad permite ajustar el
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medio, seleccionar una variante de la tarea o decidir qué conocimiento necesita ser
institucionalizado (Kamii y Kysh (2006); Zacharos (2006); Clements et al. (2018)).

En términos curriculares, este enfoque exige continuidad. Las nociones de
comparacion, conservacion, unidad e iteracion deberian reaparecer con creciente
complejidad a lo largo de la primaria, en lugar de quedar encapsuladas en una unidad
teméatica breve. Cada retorno puede incorporar nuevas restricciones: unidades
convencionales, medidas fraccionarias, figuras compuestas, datos incompletos,
problemas inversos o necesidad de justificar generalizaciones. Una progresion de este
tipo conecta la intuicion geométrica con el razonamiento multiplicativo y prepara
aprendizajes posteriores de proporcionalidad, semejanza, superficie y modelizacion.

La diversidad de estudiantes obliga a evitar una Unica via de acceso. Algunos
alumnos se benefician de manipular y superponer; otros de dibujar, verbalizar o usar
una representacion dindmica. Ofrecer multiples representaciones no significa reducir la
exigencia matematica, sino permitir que la relacion central sea accesible desde
diferentes sistemas semioticos. El criterio de calidad es que todas las vias converjan en
una explicacion controlable: qué se conserva, qué cambia, por qué la unidad elegida es
pertinente y cobmo se puede verificar la medida. Este enfoque resulta compatible con una
ensefianza inclusiva centrada en el razonamiento.

Para el profesorado, la implicacion mas exigente es anticipar estrategias sin
fijarlas. Disefiar una buena situacién supone imaginar procedimientos plausibles, errores
productivos, valores de variables que provoquen cambios y preguntas que permitan
sostener la autonomia. La planificacion se convierte asi en una hipotesis sobre el
funcionamiento del conocimiento en un medio. Durante la clase, esa hipotesis debe
confrontarse con las producciones reales y revisarse cuando las respuestas muestran
relaciones distintas de las previstas. Esta ldgica aproxima la préctica docente a una
investigacion sistematica de la ensefianza.

La expansion cientifica realizada en este libro también permite situar el caso en
una escala adecuada. Las evidencias microdidacticas ofrecen profundidad interpretativa,
mientras que revisiones sistematicas y metaanalisis aportan panoramas mas amplios
sobre patrones, relaciones y efectos. Ninguno de estos niveles sustituye al otro. El caso
explica como puede organizarse una estrategia dentro de una situacién concreta; la

evidencia acumulada ayuda a estimar si el problema observado es recurrente y qué
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enfoques han mostrado resultados consistentes. Su integracion fortalece la discusion sin
atribuir al pequefio estudio original alcances que no posee.

Como sintesis, el disefio de experiencias debe combinar comparacion, medicion,
transformacion y argumentacién, con variaciones que permitan observar si el estudiante
conserva el significado al cambiar de unidad, figura o representacion. Esta formulacion
conecta el analisis conceptual con una decision educativa verificable y prepara el paso
hacia el siguiente problema del capitulo. La ensefianza del &rea como magnitud adquiere
coherencia cuando las tareas, los recursos, las interacciones y la evaluacion apuntan a
las mismas relaciones matematicas. El objetivo no es prolongar indefinidamente
experiencias manipulativas ni retrasar el simbolismo, sino asegurar que la economia de
la férmula sea el punto de llegada de una estructura comprensible y que, una vez
introducida, pueda volver a justificarse desde unidades, transformaciones y relaciones
espaciales.

Desde una perspectiva epistemoldgica, la tension entre una ensefianza centrada
en procedimientos de calculo y otra orientada a construir significado para la magnitud
area también permite comprender que los conceptos escolares son el resultado de una
organizacion progresiva de experiencias y relaciones. La historia de la medicion
muestra que cuantificar una superficie supone estabilizar unidades, operaciones de
composicion y criterios de equivalencia; la ensefianza reproduce parcialmente ese
desafio a escala cognitiva. Por eso, saltar directamente a una notacion eficiente puede
ocultar los problemas que la propia matematica tuvo que resolver: qué cuenta como la
misma cantidad de superficie, cbmo se comparan regiones no superponibles y de qué
manera una unidad puede iterarse de forma coherente. (Kamii y Kysh (2006); Zacharos
(2006); Clements et al. (2018)) proporciona antecedentes para disefiar tareas donde esas
relaciones se conviertan en objeto de reflexién y no permanezcan como supuestos
invisibles detras de un algoritmo.

Una forma de operacionalizar este enfogque consiste en construir secuencias de
tareas que mantengan estable el conocimiento central y modifiquen una condicién a la
vez. A partir de el error se convierte en evidencia del modelo conceptual del estudiante
y permite disefar tareas que hagan visible la diferencia entre borde y superficie, puede
variarse la forma sin cambiar el area, cambiar la unidad manteniendo la region, retirar
gradualmente la cuadricula o pedir que una estrategia sea explicada con una

representacion distinta. La comparacion entre soluciones se vuelve entonces parte del
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contenido: obliga a identificar qué informacion es matematica y cual pertenece solo al
dibujo o al material. Esta logica favorece que el estudiante formule conjeturas,
encuentre contraejemplos y desarrolle criterios para elegir procedimientos, en lugar de
asociar cada apariencia visual con una regla aislada. La variacion controlada es, ademas,
un recurso potente para el docente porque hace observable la estabilidad o fragilidad de
la comprension.

En términos de investigacion educativa, la ensefianza debe alternar tareas
métricas y no métricas, unidades visibles e implicitas, y figuras regulares y compuestas
plantea una exigencia metodoldgica: separar cuidadosamente desempefio inmediato,
comprension conceptual y transferencia. Una secuencia puede mejorar la ejecucion
durante la sesion porque ofrece apoyos visibles, sin que ello implique que el estudiante
haya internalizado la estructura necesaria para resolver una tarea distante. Por eso son
relevantes las pruebas diferidas, las representaciones novedosas y la solicitud de
justificaciones. La tesis de origen ya ofrece una sefial en esa direccién al incluir una
segunda actividad una semana después; la literatura contemporanea sobre progresiones
y evaluacion formativa permite ampliar ese criterio y proponer seguimientos mas
extensos. De este modo, el disefio de ensefianza y el disefio de investigacidén convergen
en una misma pregunta: qué evidencia permite afirmar que el conocimiento funciona
mas alla de la situaciéon en la que fue construido (Kamii y Kysh (2006); Zacharos
(2006); Clements et al. (2018)).

En suma, este apartado refuerza una idea transversal del libro: comprender area
supone coordinar relaciones geométricas, métricas y representacionales y poder
justificar su funcionamiento cuando cambian las condiciones de la tarea. Esta
coordinacion prepara el terreno para el siguiente apartado, donde el anélisis desplaza el

énfasis hacia una dimensién complementaria del mismo problema.

1.3 CURRICULO PERUANO, PROGRESION Y GEOMETRIA DE
LA MEDIDA

El nicleo de este apartado es la ubicacion del area dentro de una progresién
curricular que articula espacio, forma, medida, estimacion y resolucion de problemas.
Este desplazamiento conceptual resulta decisivo porque el area no se aprende de manera
solida cuando se presenta GUnicamente como una operacion aritmética asociada a ciertas
figuras. La matematica escolar necesita construir un puente entre experiencias de

comparacion y transformacion, representaciones geomeétricas y cuantificacion. Desde
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esta perspectiva, el aprendizaje se entiende como una reorganizacion progresiva de
relaciones: qué se mide, con qué unidad se compara, qué transformaciones conservan la
magnitud y como se justifican los resultados. (Ministerio de Educacion del Peru (20163,
2016b); OECD (2023); Hong et al. (2019)) ofrece un marco convergente para
interpretar este transito y para diferenciar el conocimiento que permite ejecutar un
calculo del conocimiento que permite explicar por qué ese calculo representa una
medida de area.

La investigacion que sirve de base a esta obra aporta un referente empirico
especialmente til: la tesis analizd documentos normativos previos y observo
ambiguedades en el tratamiento de superficie, area y magnitud; el curriculo vigente
ofrece un marco por competencias y estandares de progresion. Este dato no se utiliza
aqui como ilustracion anecddtica, sino como evidencia situada de los problemas
conceptuales que aparecen cuando el estudiante debe actuar sin una férmula
inmediatamente disponible. La riqueza del caso reside en que registra procedimientos,
conversaciones y cambios de estrategia, por lo que permite reconstruir el razonamiento
y no solo clasificar respuestas como correctas o incorrectas. La lectura editorial del
estudio preserva esta evidencia, pero la inserta en un marco cientifico mas amplio para
evitar que la interpretacion quede restringida a las condiciones particulares del aula
observada (Castillo Pérez, 2015).

La literatura especializada amplia esta lectura al sefialar que una progresion
coherente debe comenzar con atributos medibles, comparacion y unidades arbitrarias, y
avanzar hacia unidades convencionales, relaciones multiplicativas y argumentacion. En
consecuencia, la comprension del area puede describirse como una red de
coordinaciones entre atributos geométricos, unidades, representaciones y operaciones.
Cuando una de estas coordinaciones falta, el estudiante puede producir una respuesta
numérica plausible sin controlar el significado de la magnitud. Por ello, la ensefianza
conceptual no se opone a la eficiencia procedimental; su finalidad es que la eficiencia se
apoye en estructuras que puedan recuperarse, explicarse y transferirse. (Ministerio de
Educacién del Pert (2016a, 2016b); OECD (2023); Hong et al. (2019)) coincide en que
la calidad del conocimiento se hace visible cuando el alumno puede cambiar de
representacion o de estrategia sin perder el control sobre la relacion matematica central.

Un mecanismo particularmente relevante es que la coherencia vertical importa

porque las formulas de area suponen coordinaciones construidas en grados anteriores:
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iteracion de unidad, conservacion, particion y estructura espacial. Esta idea permite
transformar la tarea didactica: ya no se trata solo de pedir un namero, sino de disefiar
condiciones para que determinadas relaciones sean necesarias. El estudiante debe
decidir qué conservar, qué transformar y qué informacion resulta pertinente. Las tareas
con variaciones controladas pueden provocar una ruptura de estrategias fragiles y
favorecer otras mas generales. Esa reorganizacion constituye una sefial de aprendizaje
mas potente que la repeticidn exitosa de un mismo tipo de ejercicio, porque muestra que
el conocimiento empieza a funcionar como herramienta para anticipar y justificar
acciones matematicas.

Desde el punto de vista del disefio de ensefianza, el curriculo es una referencia
necesaria pero no suficiente; la calidad de las experiencias, tareas y mediaciones
docentes determina la profundidad conceptual. La consigna, los materiales y las
representaciones deben sostener la actividad intelectual sin sustituirla. Una tarea
demasiado guiada convierte el procedimiento en obediencia; una tarea demasiado
abierta puede dispersar la atencion y ocultar el objeto matematico. El equilibrio consiste
en restringir suficientemente el medio para que las estrategias relevantes tengan
consecuencias observables y, al mismo tiempo, conservar un espacio de decision para el
estudiante. En esta l6gica, la intervencion docente se orienta a pedir razones, comparar
procedimientos y devolver preguntas que obliguen a revisar la coherencia de las
soluciones, antes que a indicar el algoritmo esperado.

Conviene introducir una cautela: la evidencia nacional de desempefio
matematico refuerza la necesidad de fortalecer razonamiento y modelizacion, no solo
ejecucion rutinaria. Esta precision evita convertir recursos, teorias o procedimientos en
recetas universales. Una cuadricula, un manipulativo, una férmula o un software no
poseen eficacia didactica por si mismos; su funcion depende de la relacion que la tarea
establezca entre el recurso y el conocimiento. Incluso una estrategia mateméaticamente
valida puede convertirse en obstaculo si se aplica de manera rigida fuera de las
condiciones que justifican su uso. El andlisis didactico debe, por tanto, atender a la
estructura del problema, a los conocimientos previos y a las decisiones que el medio
hace posibles o necesarias.

Una consecuencia para el aprendizaje es que las respuestas parciales deben
leerse como configuraciones de conocimiento, no como simples fallas. Un estudiante

puede reconocer una unidad de area y, sin embargo, no estructurarla en filas y
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columnas; puede descomponer una figura correctamente y recomponer mal sus areas; o
puede calcular una medida con precision sin distinguir la magnitud del numero. Esta
granularidad explica por qué una evaluacion basada solo en aciertos pierde informacion
crucial. Los niveles de razonamiento y las trayectorias de aprendizaje permiten describir
qué relaciones estan disponibles y cudles requieren nuevas experiencias, especialmente
cuando se combinan observaciones, producciones graficas y explicaciones verbales
(Ministerio de Educacién del Per (2016a, 2016b); OECD (2023); Hong et al. (2019)).

El lenguaje cumple aqui una funcion epistemoldgica. Expresiones como
superficie, area, medida, unidad, cuadrado, lado o perimetro no son intercambiables,
aungue en la conversacion cotidiana puedan mezclarse. La precisién verbal ayuda a
estabilizar distinciones que después sostienen la simbolizacion. Sin embargo, la
correccion terminoldgica no debe preceder mecanicamente a la comprension: puede
emerger de la necesidad de comunicar diferencias entre procedimientos y resultados. La
institucionalizacion docente tiene sentido cuando nombra relaciones que los estudiantes
ya han encontrado o que necesitan reorganizar, conectando producciones personales con
una forma matematica compartida y culturalmente estable.

El contraste entre representaciones es otra herramienta de profundizaciéon. Una
misma relacion puede expresarse mediante recortes, una cuadricula, una tabla de
medidas, un diagrama, una expresion multiplicativa o una construccion dindmica.
Cuando el estudiante puede explicar como se conserva el significado al pasar de una
representacion a otra, aumenta la probabilidad de que el conocimiento sea flexible.
Cuando solo domina una representacion, la aparente comprension puede depender de
sefiales perceptivas especificas. Por ello, resulta valioso retirar gradualmente apoyos
visibles, introducir unidades no convencionales y plantear figuras cuya orientaciéon o
complejidad impida reconocer de inmediato una férmula conocida.

La Tabla 3 organiza los elementos centrales de esta discusion en un formato
comparativo. Su funcion es hacer visibles relaciones que suelen aparecer dispersas en la
literatura o en las producciones de aula y facilitar su uso en anélisis didactico y

planificacion.
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Tabla 3. Progresion curricular orientativa para el area en educacion primaria

Tramo Relaciones prioritarias Ejemplos de experiencias
Atributos medibles, .
- L L - Cubrir, ordenar y comparar
Inicio de primaria comparacion, unidades S
L superficies
arbitrarias
. . Iteracion, conservacion, Mosaicos, mallas,
Desarrollo intermedio . R .
cuadriculas, estimacion transformaciones
S Unidades convencionales, Filas-columnas, cmz?, problemas
Consolidacién L .
estructuras multiplicativas inversos
. Figuras compuestas, Descomposicion,
Extension AP o .
justificacion, modelizacion recomposicion, datos faltantes

Elaboracion propia en didlogo con el Curriculo Nacional y el Programa Curricular de Primaria del MINEDU (2016a,
2016b).

La lectura de la Tabla 3 confirma que una misma tarea de &rea puede activar
conocimientos distintos segln la unidad, la representacion, la figura y la exigencia de
justificacion. Por ello, el disefio no deberia evaluar Unicamente la exactitud final, sino
también la relacién matematica que sostiene el procedimiento y su estabilidad ante una
variacion controlada.

La dimension espacial merece atencién explicita. La medicion de area exige
concebir unidades bidimensionales que recubren una regién, coordinar partes y
totalidad, y anticipar transformaciones que no alteran la cantidad de superficie. Estas
operaciones implican visualizacion, pero no se reducen a una habilidad perceptiva
aislada. La visualizacion se vuelve matematica cuando se articula con propiedades,
relaciones de equivalencia y argumentos. La evidencia contemporanea sobre habilidades
espaciales y rendimiento matematico permite entender por qué tareas de rotacion,
particion, estructuracién y recomposicion pueden contribuir a aprendizajes mas
generales, siempre que se integren al contenido y no se trabajen como ejercicios
desconectados (Ministerio de Educacion del Pert (2016a, 2016b); OECD (2023); Hong
et al. (2019)).

La evaluacion formativa ofrece un marco operativo para convertir estas
observaciones en decisiones de ensefianza. La pregunta clave no es solo si el estudiante
Ilegd a un resultado, sino qué unidad imagin6, cdmo organizo el recubrimiento, qué
relacion utilizd, cémo verificO su estrategia y si puede sostenerla en una tarea
modificada. La retroalimentacion atil se dirige a una relacion matematica concreta y
abre una nueva oportunidad de accion. De este modo, evaluar y ensefiar dejan de ser
momentos separados: la evidencia recogida durante la actividad permite ajustar el

medio, seleccionar una variante de la tarea o decidir qué conocimiento necesita ser
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institucionalizado (Ministerio de Educacion del Pert (2016a, 2016b); OECD (2023);
Hong et al. (2019)).

En términos curriculares, este enfoque exige continuidad. Las nociones de
comparacion, conservacion, unidad e iteracion deberian reaparecer con creciente
complejidad a lo largo de la primaria, en lugar de quedar encapsuladas en una unidad
teméatica breve. Cada retorno puede incorporar nuevas restricciones: unidades
convencionales, medidas fraccionarias, figuras compuestas, datos incompletos,
problemas inversos o necesidad de justificar generalizaciones. Una progresion de este
tipo conecta la intuicion geométrica con el razonamiento multiplicativo y prepara
aprendizajes posteriores de proporcionalidad, semejanza, superficie y modelizacion.

La diversidad de estudiantes obliga a evitar una Unica via de acceso. Algunos
alumnos se benefician de manipular y superponer; otros de dibujar, verbalizar o usar
una representacion dindmica. Ofrecer multiples representaciones no significa reducir la
exigencia matematica, sino permitir que la relacion central sea accesible desde
diferentes sistemas semioticos. El criterio de calidad es que todas las vias converjan en
una explicacion controlable: qué se conserva, qué cambia, por qué la unidad elegida es
pertinente y cobmo se puede verificar la medida. Este enfoque resulta compatible con una
ensefianza inclusiva centrada en el razonamiento.

Para el profesorado, la implicacion mas exigente es anticipar estrategias sin
fijarlas. Disefiar una buena situacién supone imaginar procedimientos plausibles, errores
productivos, valores de variables que provoquen cambios y preguntas que permitan
sostener la autonomia. La planificacion se convierte asi en una hipétesis sobre el
funcionamiento del conocimiento en un medio. Durante la clase, esa hipotesis debe
confrontarse con las producciones reales y revisarse cuando las respuestas muestran
relaciones distintas de las previstas. Esta Idgica aproxima la préctica docente a una
investigacion sistematica de la ensefianza.

La expansion cientifica realizada en este libro también permite situar el caso en
una escala adecuada. Las evidencias microdidacticas ofrecen profundidad interpretativa,
mientras que revisiones sistematicas y metaanalisis aportan panoramas mas amplios
sobre patrones, relaciones y efectos. Ninguno de estos niveles sustituye al otro. El caso
explica como puede organizarse una estrategia dentro de una situacién concreta; la

evidencia acumulada ayuda a estimar si el problema observado es recurrente y qué
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enfoques han mostrado resultados consistentes. Su integracion fortalece la discusion sin
atribuir al pequefio estudio original alcances que no posee.

Como sintesis, el disefio de experiencias debe combinar comparacion, medicion,
transformacion y argumentacién, con variaciones que permitan observar si el estudiante
conserva el significado al cambiar de unidad, figura o representacion. Esta formulacién
conecta el analisis conceptual con una decision educativa verificable y prepara el paso
hacia el siguiente problema del capitulo. La ensefianza del &rea como magnitud adquiere
coherencia cuando las tareas, los recursos, las interacciones y la evaluacion apuntan a
las mismas relaciones matematicas. El objetivo no es prolongar indefinidamente
experiencias manipulativas ni retrasar el simbolismo, sino asegurar que la economia de
la férmula sea el punto de llegada de una estructura comprensible y que, una vez
introducida, pueda volver a justificarse desde unidades, transformaciones y relaciones
espaciales.

Desde una perspectiva epistemoldgica, la ubicacion del &rea dentro de una
progresion curricular que articula espacio, forma, medida, estimacion y resolucién de
problemas también permite comprender que los conceptos escolares son el resultado de
una organizacion progresiva de experiencias y relaciones. La historia de la medicion
muestra que cuantificar una superficie supone estabilizar unidades, operaciones de
composicion y criterios de equivalencia; la ensefianza reproduce parcialmente ese
desafio a escala cognitiva. Por eso, saltar directamente a una notacion eficiente puede
ocultar los problemas que la propia matematica tuvo que resolver: qué cuenta como la
misma cantidad de superficie, cbmo se comparan regiones no superponibles y de qué
manera una unidad puede iterarse de forma coherente. (Ministerio de Educacion del
Per( (2016a, 2016b); OECD (2023); Hong et al. (2019)) proporciona antecedentes para
disefiar tareas donde esas relaciones se conviertan en objeto de reflexién y no
permanezcan como supuestos invisibles detras de un algoritmo.

Una forma de operacionalizar este enfogque consiste en construir secuencias de
tareas que mantengan estable el conocimiento central y modifiquen una condicién a la
vez. A partir de el curriculo es una referencia necesaria pero no suficiente; la calidad de
las experiencias, tareas y mediaciones docentes determina la profundidad conceptual,
puede variarse la forma sin cambiar el area, cambiar la unidad manteniendo la region,
retirar gradualmente la cuadricula o pedir que una estrategia sea explicada con una

representacion distinta. La comparacion entre soluciones se vuelve entonces parte del
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contenido: obliga a identificar qué informacion es matematica y cual pertenece solo al
dibujo o al material. Esta logica favorece que el estudiante formule conjeturas,
encuentre contraejemplos y desarrolle criterios para elegir procedimientos, en lugar de
asociar cada apariencia visual con una regla aislada. La variacion controlada es, ademas,
un recurso potente para el docente porque hace observable la estabilidad o fragilidad de
la comprension.

En términos de investigacion educativa, la evidencia nacional de desempefio
matematico refuerza la necesidad de fortalecer razonamiento y modelizacion, no solo
ejecucion rutinaria plantea una exigencia metodoldgica: separar cuidadosamente
desempefio inmediato, comprension conceptual y transferencia. Una secuencia puede
mejorar la ejecuciéon durante la sesion porque ofrece apoyos visibles, sin que ello
implique que el estudiante haya internalizado la estructura necesaria para resolver una
tarea distante. Por eso son relevantes las pruebas diferidas, las representaciones
novedosas Y la solicitud de justificaciones. La tesis de origen ya ofrece una sefial en esa
direccion al incluir una segunda actividad una semana después; la literatura
contemporanea sobre progresiones y evaluacion formativa permite ampliar ese criterio y
proponer seguimientos mas extensos. De este modo, el disefio de ensefianza y el disefio
de investigacién convergen en una misma pregunta: qué evidencia permite afirmar que
el conocimiento funciona més all& de la situacion en la que fue construido (Ministerio
de Educacion del Peru (2016a, 2016b); OECD (2023); Hong et al. (2019)).

En suma, este apartado refuerza una idea transversal del libro: comprender area
supone coordinar relaciones geométricas, métricas y representacionales y poder
justificar su funcionamiento cuando cambian las condiciones de la tarea. Esta
coordinacion prepara el terreno para el siguiente apartado, donde el anélisis desplaza el

énfasis hacia una dimensién complementaria del mismo problema.

1.4 DIFICULTADES PERSISTENTES: AREA, PERIMETRO,
FORMA'Y MEDIDA

El nucleo de este apartado es los obstaculos que aparecen cuando el estudiante
confunde el espacio ocupado con el contorno, la forma con la cantidad de superficie o el
numero con la magnitud. Este desplazamiento conceptual resulta decisivo porque el area
no se aprende de manera sélida cuando se presenta Unicamente como una operacion
aritmética asociada a ciertas figuras. La matematica escolar necesita construir un puente

entre experiencias de comparacion y transformacion, representaciones geometricas y
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cuantificacion. Desde esta perspectiva, el aprendizaje se entiende como una
reorganizacion progresiva de relaciones: qué se mide, con qué unidad se compara, qué
transformaciones conservan la magnitud y como se justifican los resultados. (Battista
(2004); Hong et al. (2018); Lehmann (2023)) ofrece un marco convergente para
interpretar este transito y para diferenciar el conocimiento que permite ejecutar un
calculo del conocimiento que permite explicar por qué ese calculo representa una
medida de area.

La investigacion que sirve de base a esta obra aporta un referente empirico
especialmente (til: la investigacion de Castillo Pérez document6 intentos de medir
perimetros y angulos, errores de recubrimiento y dificultades para transferir el
aprendizaje a nuevas situaciones. Este dato no se utiliza aqui como ilustracion
anecdotica, sino como evidencia situada de los problemas conceptuales que aparecen
cuando el estudiante debe actuar sin una férmula inmediatamente disponible. La riqueza
del caso reside en que registra procedimientos, conversaciones y cambios de estrategia,
por lo que permite reconstruir el razonamiento y no solo clasificar respuestas como
correctas o incorrectas. La lectura editorial del estudio preserva esta evidencia, pero la
inserta en un marco cientifico mas amplio para evitar que la interpretacion quede
restringida a las condiciones particulares del aula observada (Castillo Pérez, 2015).

La literatura especializada amplia esta lectura al sefialar que estudios
internacionales muestran que estas dificultades no son anécdotas locales, sino patrones
recurrentes asociados a la coordinacion de unidades cuadradas y estructuras
bidimensionales. En consecuencia, la comprensién del area puede describirse como una
red de coordinaciones entre atributos geométricos, unidades, representaciones y
operaciones. Cuando una de estas coordinaciones falta, el estudiante puede producir una
respuesta numérica plausible sin controlar el significado de la magnitud. Por ello, la
ensefianza conceptual no se opone a la eficiencia procedimental; su finalidad es que la
eficiencia se apoye en estructuras que puedan recuperarse, explicarse y transferirse.
(Battista (2004); Hong et al. (2018); Lehmann (2023)) coincide en que la calidad del
conocimiento se hace visible cuando el alumno puede cambiar de representacion o de
estrategia sin perder el control sobre la relacion matematica central.

Un mecanismo particularmente relevante es que distinguir area y perimetro
exige tareas donde ambas magnitudes varien de forma independiente y explicaciones

que obliguen a justificar qué atributo se conserva. Esta idea permite transformar la tarea
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didactica: ya no se trata solo de pedir un numero, sino de disefiar condiciones para que
determinadas relaciones sean necesarias. El estudiante debe decidir qué conservar, qué
transformar y qué informacion resulta pertinente. Las tareas con variaciones controladas
pueden provocar una ruptura de estrategias fragiles y favorecer otras mas generales. Esa
reorganizacion constituye una sefial de aprendizaje mas potente que la repeticion exitosa
de un mismo tipo de ejercicio, porque muestra que el conocimiento empieza a funcionar
como herramienta para anticipar y justificar acciones matematicas.

Desde el punto de vista del disefio de ensefianza, los errores en figuras
compuestas revelan si el alumno controla la inclusion, la particion y la recomposicion o
simplemente aplica una férmula disponible. La consigna, los materiales y las
representaciones deben sostener la actividad intelectual sin sustituirla. Una tarea
demasiado guiada convierte el procedimiento en obediencia; una tarea demasiado
abierta puede dispersar la atencion y ocultar el objeto matematico. El equilibrio consiste
en restringir suficientemente el medio para que las estrategias relevantes tengan
consecuencias observables y, al mismo tiempo, conservar un espacio de decision para el
estudiante. En esta logica, la intervencidn docente se orienta a pedir razones, comparar
procedimientos y devolver preguntas que obliguen a revisar la coherencia de las
soluciones, antes que a indicar el algoritmo esperado.

Conviene introducir una cautela: la evaluacion debe registrar estrategias,
representaciones y justificaciones, no tnicamente el resultado numérico. Esta precision
evita convertir recursos, teorias o procedimientos en recetas universales. Una
cuadricula, un manipulativo, una formula o un software no poseen eficacia didactica por
si mismos; su funcion depende de la relacion que la tarea establezca entre el recurso y el
conocimiento. Incluso una estrategia matematicamente véalida puede convertirse en
obstaculo si se aplica de manera rigida fuera de las condiciones que justifican su uso. El
analisis didactico debe, por tanto, atender a la estructura del problema, a los
conocimientos previos y a las decisiones que el medio hace posibles o necesarias.

Una consecuencia para el aprendizaje es que las respuestas parciales deben
leerse como configuraciones de conocimiento, no como simples fallas. Un estudiante
puede reconocer una unidad de area y, sin embargo, no estructurarla en filas y
columnas; puede descomponer una figura correctamente y recomponer mal sus areas; o
puede calcular una medida con precision sin distinguir la magnitud del nUmero. Esta

granularidad explica por qué una evaluacion basada solo en aciertos pierde informacion
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crucial. Los niveles de razonamiento y las trayectorias de aprendizaje permiten describir
qué relaciones estan disponibles y cudles requieren nuevas experiencias, especialmente
cuando se combinan observaciones, producciones graficas y explicaciones verbales
(Battista (2004); Hong et al. (2018); Lehmann (2023)).

El lenguaje cumple aqui una funcion epistemoldgica. Expresiones como
superficie, &rea, medida, unidad, cuadrado, lado o perimetro no son intercambiables,
aungue en la conversacion cotidiana puedan mezclarse. La precision verbal ayuda a
estabilizar distinciones que después sostienen la simbolizacion. Sin embargo, la
correccion terminologica no debe preceder mecanicamente a la comprension: puede
emerger de la necesidad de comunicar diferencias entre procedimientos y resultados. La
institucionalizacion docente tiene sentido cuando nombra relaciones que los estudiantes
ya han encontrado o que necesitan reorganizar, conectando producciones personales con
una forma matematica compartida y culturalmente estable.

El contraste entre representaciones es otra herramienta de profundizacion. Una
misma relacion puede expresarse mediante recortes, una cuadricula, una tabla de
medidas, un diagrama, una expresion multiplicativa o una construccion dinamica.
Cuando el estudiante puede explicar como se conserva el significado al pasar de una
representacion a otra, aumenta la probabilidad de que el conocimiento sea flexible.
Cuando solo domina una representacion, la aparente comprension puede depender de
sefiales perceptivas especificas. Por ello, resulta valioso retirar gradualmente apoyos
visibles, introducir unidades no convencionales y plantear figuras cuya orientacion o
complejidad impida reconocer de inmediato una formula conocida.

La Tabla 4 organiza los elementos centrales de esta discusion en un formato
comparativo. Su funcion es hacer visibles relaciones que suelen aparecer dispersas en la
literatura o en las producciones de aula y facilitar su uso en analisis didactico y

planificacion.
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Tabla 4. Obstaculos conceptuales frecuentes en la medicién de area

Obstaculo

Manifestacion observable

Tarea de diagndstico

Area—perimetro

Suma lados cuando se pide
superficie

Figuras con igual perimetro y
distinta area

Forma—éarea

Cree que formas distintas no
pueden ser equivalentes

Cortar y recomponer sin pérdida

NUmero—magnitud

Cree que cambia el area al
cambiar la unidad

Medir la misma region con
unidades distintas

Unidad lineal-cuadrada

Multiplica longitudes sin
interpretar cobertura

Construir arreglos y explicar la
unidad cuadrada

Conteo sin estructura

Cuenta uno a uno sin coordinar
filas y columnas

Retirar cuadricula parcial y
reconstruir unidades

Elaboracion propia a partir de Battista (2004), Hong et al. (2018) y Castillo Pérez (2015).
La lectura de la Tabla 4 confirma que una misma tarea de &rea puede activar

conocimientos distintos segun la unidad, la representacién, la figura y la exigencia de
justificacién. Por ello, el disefio no deberia evaluar Unicamente la exactitud final, sino
también la relacion matematica que sostiene el procedimiento y su estabilidad ante una
variacion controlada.

La dimension espacial merece atencion explicita. La medicién de area exige
concebir unidades bidimensionales que recubren una regién, coordinar partes y
totalidad, y anticipar transformaciones que no alteran la cantidad de superficie. Estas
operaciones implican visualizacion, pero no se reducen a una habilidad perceptiva
aislada. La visualizacion se vuelve matematica cuando se articula con propiedades,
relaciones de equivalencia y argumentos. La evidencia contemporanea sobre habilidades
espaciales y rendimiento matematico permite entender por qué tareas de rotacion,
particion, estructuracién y recomposicion pueden contribuir a aprendizajes mas
generales, siempre que se integren al contenido y no se trabajen como ejercicios
desconectados (Battista (2004); Hong et al. (2018); Lehmann (2023)).

La evaluacion formativa ofrece un marco operativo para convertir estas
observaciones en decisiones de ensefianza. La pregunta clave no es solo si el estudiante
llegd a un resultado, sino qué unidad imagind, cdmo organizo el recubrimiento, qué
relacion utilizd, cémo verificO su estrategia y si puede sostenerla en una tarea
modificada. La retroalimentacion util se dirige a una relacion matematica concreta y
abre una nueva oportunidad de accion. De este modo, evaluar y ensefiar dejan de ser
momentos separados: la evidencia recogida durante la actividad permite ajustar el
medio, seleccionar una variante de la tarea o decidir qué conocimiento necesita ser
institucionalizado (Battista (2004); Hong et al. (2018); Lehmann (2023)).
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En términos curriculares, este enfoque exige continuidad. Las nociones de
comparacion, conservacion, unidad e iteracion deberian reaparecer con creciente
complejidad a lo largo de la primaria, en lugar de quedar encapsuladas en una unidad
teméatica breve. Cada retorno puede incorporar nuevas restricciones: unidades
convencionales, medidas fraccionarias, figuras compuestas, datos incompletos,
problemas inversos o necesidad de justificar generalizaciones. Una progresion de este
tipo conecta la intuicion geométrica con el razonamiento multiplicativo y prepara
aprendizajes posteriores de proporcionalidad, semejanza, superficie y modelizacion.

La diversidad de estudiantes obliga a evitar una Unica via de acceso. Algunos
alumnos se benefician de manipular y superponer; otros de dibujar, verbalizar o usar
una representacion dindmica. Ofrecer multiples representaciones no significa reducir la
exigencia matematica, sino permitir que la relacién central sea accesible desde
diferentes sistemas semioticos. El criterio de calidad es que todas las vias converjan en
una explicacion controlable: qué se conserva, qué cambia, por qué la unidad elegida es
pertinente y como se puede verificar la medida. Este enfoque resulta compatible con una
ensefianza inclusiva centrada en el razonamiento.

Para el profesorado, la implicacion mas exigente es anticipar estrategias sin
fijarlas. Disefiar una buena situacién supone imaginar procedimientos plausibles, errores
productivos, valores de variables que provoquen cambios y preguntas que permitan
sostener la autonomia. La planificacion se convierte asi en una hipotesis sobre el
funcionamiento del conocimiento en un medio. Durante la clase, esa hip6tesis debe
confrontarse con las producciones reales y revisarse cuando las respuestas muestran
relaciones distintas de las previstas. Esta l6gica aproxima la préctica docente a una
investigacion sistematica de la ensefianza.

La expansion cientifica realizada en este libro también permite situar el caso en
una escala adecuada. Las evidencias microdidacticas ofrecen profundidad interpretativa,
mientras que revisiones sistematicas y metaanalisis aportan panoramas mas amplios
sobre patrones, relaciones y efectos. Ninguno de estos niveles sustituye al otro. El caso
explica como puede organizarse una estrategia dentro de una situacion concreta; la
evidencia acumulada ayuda a estimar si el problema observado es recurrente y qué
enfoques han mostrado resultados consistentes. Su integracion fortalece la discusion sin

atribuir al pequefio estudio original alcances que no posee.
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Como sintesis, el disefio de experiencias debe combinar comparacion, medicion,
transformacion y argumentacion, con variaciones que permitan observar si el estudiante
conserva el significado al cambiar de unidad, figura o representacion. Esta formulacion
conecta el analisis conceptual con una decision educativa verificable y prepara el paso
hacia el siguiente problema del capitulo. La ensefianza del area como magnitud adquiere
coherencia cuando las tareas, los recursos, las interacciones y la evaluacion apuntan a
las mismas relaciones matematicas. El objetivo no es prolongar indefinidamente
experiencias manipulativas ni retrasar el simbolismo, sino asegurar que la economia de
la formula sea el punto de llegada de una estructura comprensible y que, una vez
introducida, pueda volver a justificarse desde unidades, transformaciones y relaciones
espaciales.

Desde una perspectiva epistemoldgica, los obstaculos que aparecen cuando el
estudiante confunde el espacio ocupado con el contorno, la forma con la cantidad de
superficie o el nimero con la magnitud también permite comprender que los conceptos
escolares son el resultado de una organizacion progresiva de experiencias y relaciones.
La historia de la medicion muestra que cuantificar una superficie supone estabilizar
unidades, operaciones de composicion y criterios de equivalencia; la ensefianza
reproduce parcialmente ese desafio a escala cognitiva. Por eso, saltar directamente a una
notacién eficiente puede ocultar los problemas que la propia matematica tuvo que
resolver: qué cuenta como la misma cantidad de superficie, cOmo se comparan regiones
no superponibles y de qué manera una unidad puede iterarse de forma coherente.
(Battista (2004); Hong et al. (2018); Lehmann (2023)) proporciona antecedentes para
disefiar tareas donde esas relaciones se conviertan en objeto de reflexion y no
permanezcan como supuestos invisibles detras de un algoritmo.

Una forma de operacionalizar este enfoque consiste en construir secuencias de
tareas que mantengan estable el conocimiento central y modifiquen una condicion a la
vez. A partir de los errores en figuras compuestas revelan si el alumno controla la
inclusion, la particion y la recomposicién o simplemente aplica una férmula disponible,
puede variarse la forma sin cambiar el area, cambiar la unidad manteniendo la region,
retirar gradualmente la cuadricula o pedir que una estrategia sea explicada con una
representacion distinta. La comparacion entre soluciones se vuelve entonces parte del
contenido: obliga a identificar qué informacion es matematica y cudl pertenece solo al

dibujo o al material. Esta logica favorece que el estudiante formule conjeturas,
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encuentre contraejemplos y desarrolle criterios para elegir procedimientos, en lugar de
asociar cada apariencia visual con una regla aislada. La variacion controlada es, ademas,
un recurso potente para el docente porque hace observable la estabilidad o fragilidad de
la comprension.

En términos de investigacion educativa, la evaluacion debe registrar estrategias,
representaciones y justificaciones, no Unicamente el resultado numérico plantea una
exigencia metodoldgica: separar cuidadosamente desempefio inmediato, comprension
conceptual y transferencia. Una secuencia puede mejorar la ejecucion durante la sesion
porque ofrece apoyos visibles, sin que ello implique que el estudiante haya internalizado
la estructura necesaria para resolver una tarea distante. Por eso son relevantes las
pruebas diferidas, las representaciones novedosas y la solicitud de justificaciones. La
tesis de origen ya ofrece una sefial en esa direccion al incluir una segunda actividad una
semana después; la literatura contemporanea sobre progresiones y evaluacion formativa
permite ampliar ese criterio y proponer seguimientos méas extensos. De este modo, el
disefio de ensefianza y el disefio de investigacion convergen en una misma pregunta:
qué evidencia permite afirmar que el conocimiento funciona mas alla de la situacion en
la que fue construido (Battista (2004); Hong et al. (2018); Lehmann (2023)).

En suma, este apartado refuerza una idea transversal del libro: comprender area
supone coordinar relaciones geométricas, métricas y representacionales y poder
justificar su funcionamiento cuando cambian las condiciones de la tarea. Esta
coordinacion prepara el terreno para el siguiente apartado, donde el analisis desplaza el

énfasis hacia una dimensién complementaria del mismo problema.

1.5 ACTUALIDAD CIENTIFICA Y AGENDA DE
INVESTIGACION

El nicleo de este apartado es la vigencia de la medicién geométrica como campo
donde convergen razonamiento espacial, conocimiento conceptual, disefio curricular y
tecnologia educativa. Este desplazamiento conceptual resulta decisivo porque el area no
se aprende de manera sélida cuando se presenta Unicamente como una operacion
aritmética asociada a ciertas figuras. La matematica escolar necesita construir un puente
entre experiencias de comparacion y transformacion, representaciones geométricas y
cuantificacion. Desde esta perspectiva, el aprendizaje se entiende como una
reorganizacion progresiva de relaciones: qué se mide, con qué unidad se compara, qué

transformaciones conservan la magnitud y como se justifican los resultados. (Idrus et al.
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(2022); Vargas Herrera et al. (2025); Atit et al. (2022)) ofrece un marco convergente
para interpretar este transito y para diferenciar el conocimiento que permite ejecutar un
calculo del conocimiento que permite explicar por qué ese calculo representa una
medida de area.

La investigacion que sirve de base a esta obra aporta un referente empirico
especialmente til: los hallazgos de 2015 se mantienen relevantes porque la tension
entre calculo procedimental y significado conceptual continGa presente en revisiones
recientes. Este dato no se utiliza aqui como ilustracion anecddtica, sino como evidencia
situada de los problemas conceptuales que aparecen cuando el estudiante debe actuar sin
una férmula inmediatamente disponible. La riqueza del caso reside en que registra
procedimientos, conversaciones y cambios de estrategia, por lo que permite reconstruir
el razonamiento y no solo clasificar respuestas como correctas o incorrectas. La lectura
editorial del estudio preserva esta evidencia, pero la inserta en un marco cientifico mas
amplio para evitar que la interpretacion quede restringida a las condiciones particulares
del aula observada (Castillo Pérez, 2015).

La literatura especializada amplia esta lectura al sefialar que las revisiones
contemporaneas sitdan el conocimiento conceptual, las trayectorias de aprendizaje y la
visualizacion espacial como ejes centrales para mejorar el desempefio. En consecuencia,
la comprensién del area puede describirse como una red de coordinaciones entre
atributos geométricos, unidades, representaciones y operaciones. Cuando una de estas
coordinaciones falta, el estudiante puede producir una respuesta numérica plausible sin
controlar el significado de la magnitud. Por ello, la ensefianza conceptual no se opone a
la eficiencia procedimental; su finalidad es que la eficiencia se apoye en estructuras que
puedan recuperarse, explicarse y transferirse. (Idrus et al. (2022); Vargas Herrera et al.
(2025); Atit et al. (2022)) coincide en que la calidad del conocimiento se hace visible
cuando el alumno puede cambiar de representacion o de estrategia sin perder el control
sobre la relacion matematica central.

Un mecanismo particularmente relevante es que la investigacion actual también
examina recursos digitales, manipulativos, evaluacion formativa y variacion sistematica
de tareas. Esta idea permite transformar la tarea didactica: ya no se trata solo de pedir un
namero, sino de disefiar condiciones para que determinadas relaciones sean necesarias.
El estudiante debe decidir qué conservar, qué transformar y qué informacion resulta

pertinente. Las tareas con variaciones controladas pueden provocar una ruptura de
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estrategias fragiles y favorecer otras mas generales. Esa reorganizacion constituye una
sefial de aprendizaje mas potente que la repeticién exitosa de un mismo tipo de
ejercicio, porque muestra que el conocimiento empieza a funcionar como herramienta
para anticipar y justificar acciones matematicas.

Desde el punto de vista del disefio de ensefianza, la agenda futura requiere
estudios longitudinales, muestras diversas y analisis de transferencia que conecten
primaria con aprendizajes posteriores. La consigna, los materiales y las representaciones
deben sostener la actividad intelectual sin sustituirla. Una tarea demasiado guiada
convierte el procedimiento en obediencia; una tarea demasiado abierta puede dispersar
la atencion y ocultar el objeto matemético. El equilibrio consiste en restringir
suficientemente el medio para que las estrategias relevantes tengan consecuencias
observables y, al mismo tiempo, conservar un espacio de decision para el estudiante. En
esta logica, la intervencidn docente se orienta a pedir razones, comparar procedimientos
y devolver preguntas que obliguen a revisar la coherencia de las soluciones, antes que a
indicar el algoritmo esperado.

Conviene introducir una cautela: la contribucion del caso peruano es ofrecer
evidencia microdidactica rica sobre decisiones, errores y transformaciones de estrategia.
Esta precision evita convertir recursos, teorias o procedimientos en recetas universales.
Una cuadricula, un manipulativo, una formula o un software no poseen eficacia
didactica por si mismos; su funcion depende de la relacion que la tarea establezca entre
el recurso y el conocimiento. Incluso una estrategia matematicamente véalida puede
convertirse en obstaculo si se aplica de manera rigida fuera de las condiciones que
justifican su uso. El andlisis didactico debe, por tanto, atender a la estructura del
problema, a los conocimientos previos y a las decisiones que el medio hace posibles o
necesarias.

Una consecuencia para el aprendizaje es que las respuestas parciales deben
leerse como configuraciones de conocimiento, no como simples fallas. Un estudiante
puede reconocer una unidad de area y, sin embargo, no estructurarla en filas y
columnas; puede descomponer una figura correctamente y recomponer mal sus areas; o
puede calcular una medida con precision sin distinguir la magnitud del numero. Esta
granularidad explica por qué una evaluacion basada solo en aciertos pierde informacion
crucial. Los niveles de razonamiento y las trayectorias de aprendizaje permiten describir

qué relaciones estan disponibles y cuéles requieren nuevas experiencias, especialmente
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cuando se combinan observaciones, producciones graficas y explicaciones verbales
(Idrus et al. (2022); Vargas Herrera et al. (2025); Atit et al. (2022)).

El lenguaje cumple aqui una funcion epistemoldgica. Expresiones como
superficie, area, medida, unidad, cuadrado, lado o perimetro no son intercambiables,
aunque en la conversacion cotidiana puedan mezclarse. La precision verbal ayuda a
estabilizar distinciones que después sostienen la simbolizacion. Sin embargo, la
correccion terminoldgica no debe preceder mecanicamente a la comprension: puede
emerger de la necesidad de comunicar diferencias entre procedimientos y resultados. La
institucionalizacion docente tiene sentido cuando nombra relaciones que los estudiantes
ya han encontrado o que necesitan reorganizar, conectando producciones personales con
una forma matematica compartida y culturalmente estable.

El contraste entre representaciones es otra herramienta de profundizacién. Una
misma relacion puede expresarse mediante recortes, una cuadricula, una tabla de
medidas, un diagrama, una expresion multiplicativa o una construccion dindmica.
Cuando el estudiante puede explicar como se conserva el significado al pasar de una
representacion a otra, aumenta la probabilidad de que el conocimiento sea flexible.
Cuando solo domina una representacion, la aparente comprension puede depender de
sefiales perceptivas especificas. Por ello, resulta valioso retirar gradualmente apoyos
visibles, introducir unidades no convencionales y plantear figuras cuya orientaciéon o
complejidad impida reconocer de inmediato una férmula conocida.

La dimension espacial merece atencion explicita. La medicion de area exige
concebir unidades bidimensionales que recubren una regién, coordinar partes y
totalidad, y anticipar transformaciones que no alteran la cantidad de superficie. Estas
operaciones implican visualizacion, pero no se reducen a una habilidad perceptiva
aislada. La visualizacion se vuelve matematica cuando se articula con propiedades,
relaciones de equivalencia y argumentos. La evidencia contemporanea sobre habilidades
espaciales y rendimiento matematico permite entender por qué tareas de rotacion,
particion, estructuracién y recomposicién pueden contribuir a aprendizajes mas
generales, siempre que se integren al contenido y no se trabajen como ejercicios
desconectados (Idrus et al. (2022); Vargas Herrera et al. (2025); Atit et al. (2022)).

La evaluacion formativa ofrece un marco operativo para convertir estas
observaciones en decisiones de ensefianza. La pregunta clave no es solo si el estudiante

llegd a un resultado, sino qué unidad imagind, cdmo organizo el recubrimiento, qué

Veronica Milagros Castillo Perez 45



Construccion del concepto de area como magnitud
De la teoria de situaciones didacticas a las aulas de educacién primaria

relacion utilizd, cémo verificO su estrategia y si puede sostenerla en una tarea
modificada. La retroalimentacion atil se dirige a una relacion matematica concreta y
abre una nueva oportunidad de accion. De este modo, evaluar y ensefiar dejan de ser
momentos separados: la evidencia recogida durante la actividad permite ajustar el
medio, seleccionar una variante de la tarea o decidir qué conocimiento necesita ser
institucionalizado (Idrus et al. (2022); Vargas Herrera et al. (2025); Atit et al. (2022)).

En términos curriculares, este enfoque exige continuidad. Las nociones de
comparacion, conservacion, unidad e iteracion deberian reaparecer con creciente
complejidad a lo largo de la primaria, en lugar de quedar encapsuladas en una unidad
teméatica breve. Cada retorno puede incorporar nuevas restricciones: unidades
convencionales, medidas fraccionarias, figuras compuestas, datos incompletos,
problemas inversos o necesidad de justificar generalizaciones. Una progresion de este
tipo conecta la intuicion geométrica con el razonamiento multiplicativo y prepara
aprendizajes posteriores de proporcionalidad, semejanza, superficie y modelizacion.

La diversidad de estudiantes obliga a evitar una Unica via de acceso. Algunos
alumnos se benefician de manipular y superponer; otros de dibujar, verbalizar o usar
una representacion dindmica. Ofrecer multiples representaciones no significa reducir la
exigencia matematica, sino permitir que la relacion central sea accesible desde
diferentes sistemas semioticos. El criterio de calidad es que todas las vias converjan en
una explicacion controlable: qué se conserva, qué cambia, por qué la unidad elegida es
pertinente y cémo se puede verificar la medida. Este enfoque resulta compatible con una
ensefianza inclusiva centrada en el razonamiento.

Para el profesorado, la implicacion mas exigente es anticipar estrategias sin
fijarlas. Disefiar una buena situacion supone imaginar procedimientos plausibles, errores
productivos, valores de variables que provoquen cambios y preguntas que permitan
sostener la autonomia. La planificacion se convierte asi en una hipotesis sobre el
funcionamiento del conocimiento en un medio. Durante la clase, esa hipotesis debe
confrontarse con las producciones reales y revisarse cuando las respuestas muestran
relaciones distintas de las previstas. Esta logica aproxima la practica docente a una
investigacion sistematica de la ensefianza.

La expansion cientifica realizada en este libro también permite situar el caso en
una escala adecuada. Las evidencias microdidacticas ofrecen profundidad interpretativa,

mientras que revisiones sistematicas y metaanalisis aportan panoramas mas amplios
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sobre patrones, relaciones y efectos. Ninguno de estos niveles sustituye al otro. El caso
explica como puede organizarse una estrategia dentro de una situacién concreta; la
evidencia acumulada ayuda a estimar si el problema observado es recurrente y qué
enfoques han mostrado resultados consistentes. Su integracion fortalece la discusion sin
atribuir al pequefo estudio original alcances que no posee.

Como sintesis, el disefio de experiencias debe combinar comparacion, medicion,
transformacion y argumentacion, con variaciones que permitan observar si el estudiante
conserva el significado al cambiar de unidad, figura o representacion. Esta formulacion
conecta el analisis conceptual con una decision educativa verificable y prepara el paso
hacia el siguiente problema del capitulo. La ensefianza del a&rea como magnitud adquiere
coherencia cuando las tareas, los recursos, las interacciones y la evaluacion apuntan a
las mismas relaciones matematicas. El objetivo no es prolongar indefinidamente
experiencias manipulativas ni retrasar el simbolismo, sino asegurar que la economia de
la férmula sea el punto de llegada de una estructura comprensible y que, una vez
introducida, pueda volver a justificarse desde unidades, transformaciones y relaciones
espaciales.

Desde una perspectiva epistemoldgica, la vigencia de la medicién geométrica
como campo donde convergen razonamiento espacial, conocimiento conceptual, disefio
curricular y tecnologia educativa también permite comprender que los conceptos
escolares son el resultado de una organizacion progresiva de experiencias y relaciones.
La historia de la medicion muestra que cuantificar una superficie supone estabilizar
unidades, operaciones de composicion y criterios de equivalencia; la ensefianza
reproduce parcialmente ese desafio a escala cognitiva. Por eso, saltar directamente a una
notacion eficiente puede ocultar los problemas que la propia matematica tuvo que
resolver: qué cuenta como la misma cantidad de superficie, cOmo se comparan regiones
no superponibles y de qué manera una unidad puede iterarse de forma coherente. (Idrus
et al. (2022); Vargas Herrera et al. (2025); Atit et al. (2022)) proporciona antecedentes
para disefiar tareas donde esas relaciones se conviertan en objeto de reflexion y no
permanezcan como supuestos invisibles detras de un algoritmo.

Una forma de operacionalizar este enfoque consiste en construir secuencias de
tareas que mantengan estable el conocimiento central y modifiquen una condicién a la
vez. A partir de la agenda futura requiere estudios longitudinales, muestras diversas y

analisis de transferencia que conecten primaria con aprendizajes posteriores, puede

Veronica Milagros Castillo Perez 47



Construccion del concepto de area como magnitud
De la teoria de situaciones didacticas a las aulas de educacién primaria

variarse la forma sin cambiar el area, cambiar la unidad manteniendo la regién, retirar
gradualmente la cuadricula o pedir que una estrategia sea explicada con una
representacion distinta. La comparacion entre soluciones se vuelve entonces parte del
contenido: obliga a identificar qué informacion es matematica y cuél pertenece solo al
dibujo o al material. Esta logica favorece que el estudiante formule conjeturas,
encuentre contraejemplos y desarrolle criterios para elegir procedimientos, en lugar de
asociar cada apariencia visual con una regla aislada. La variacion controlada es, ademas,
un recurso potente para el docente porque hace observable la estabilidad o fragilidad de
la comprension.

En términos de investigacion educativa, la contribucion del caso peruano es
ofrecer evidencia microdidactica rica sobre decisiones, errores y transformaciones de
estrategia plantea una exigencia metodoldgica: separar cuidadosamente desempefio
inmediato, comprension conceptual y transferencia. Una secuencia puede mejorar la
ejecucion durante la sesion porque ofrece apoyos visibles, sin que ello implique que el
estudiante haya internalizado la estructura necesaria para resolver una tarea distante. Por
eso son relevantes las pruebas diferidas, las representaciones novedosas y la solicitud de
justificaciones. La tesis de origen ya ofrece una sefial en esa direccion al incluir una
segunda actividad una semana después; la literatura contemporanea sobre progresiones
y evaluacion formativa permite ampliar ese criterio y proponer seguimientos mas
extensos. De este modo, el disefio de ensefianza y el disefio de investigacion convergen
en una misma pregunta: que evidencia permite afirmar que el conocimiento funciona
mas all& de la situacion en la que fue construido (Idrus et al. (2022); VVargas Herrera et
al. (2025); Atit et al. (2022)).

En suma, este apartado refuerza una idea transversal del libro: comprender area
supone coordinar relaciones geométricas, métricas y representacionales y poder
justificar su funcionamiento cuando cambian las condiciones de la tarea. Esta
coordinacion prepara el terreno para el siguiente apartado, donde el anélisis desplaza el
énfasis hacia una dimensién complementaria del mismo problema.

El recorrido del capitulo permite integrar sus apartados como un argumento
unico: el aprendizaje del area no depende de una técnica aislada, sino de la construccion
progresiva de invariantes, unidades y estrategias que se ponen a prueba en situaciones
diversas. Los marcos tedricos, la evidencia reciente y el caso de origen convergen en la

necesidad de disefiar experiencias que hagan visible el pensamiento y que permitan
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pasar de acciones concretas a representaciones y generalizaciones con significado. El
capitulo siguiente retoma esta conclusion y la proyecta hacia un nuevo nivel de analisis,
manteniendo como criterio la trazabilidad entre evidencia, interpretacion y propuesta

didactica.

Veronica Milagros Castillo Perez 49



Construccion del concepto de &rea como magnitud
De la teoria de situaciones didacticas a las aulas de educacién primaria

CAPITULO II

El segundo capitulo se concentra en la matematica del &rea como magnitud. La
atencion se desplaza hacia las relaciones que sostienen la medicion: superficie,
equivalencia, unidad, recubrimiento, aditividad, conservacion, estructura bidimensional
y generalizacion. Esta reconstruccion permite explicar por qué dos figuras pueden tener
la misma area con formas diferentes y por qué una misma superficie puede recibir
medidas numeéricas distintas segun la unidad. El capitulo conecta estas propiedades con
trayectorias de razonamiento y con estrategias de descomposicion y recomposicion, de
modo que la formula aparezca como sintesis de una estructura y no como punto de

partida arbitrario.

2.1 SUPERFICIE, AREA, MEDIDA Y NUMERO: DISTINCIONES
FUNDAMENTALES

El nicleo de este apartado es la separacion conceptual entre el soporte
geométrico, la magnitud asociada, la medida obtenida y el nimero que representa esa
medida respecto de una unidad. Este desplazamiento conceptual resulta decisivo porque
el area no se aprende de manera sélida cuando se presenta Unicamente como una
operacion aritmética asociada a ciertas figuras. La matematica escolar necesita construir
un puente entre experiencias de comparacion y transformacion, representaciones
geométricas y cuantificacion. Desde esta perspectiva, el aprendizaje se entiende como
una reorganizacion progresiva de relaciones: qué se mide, con qué unidad se compara,
qué transformaciones conservan la magnitud y como se justifican los resultados.
(Douady y Perrin-Glorian (1987); Baltar (1999); Idrus et al. (2022)) ofrece un marco
convergente para interpretar este transito y para diferenciar el conocimiento que permite
ejecutar un célculo del conocimiento que permite explicar por qué ese calculo

representa una medida de area.
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La investigacion que sirve de base a esta obra aporta un referente empirico
especialmente Util: la tesis adopta explicitamente esta distincion y la usa para interpretar
por qué una misma superficie puede recibir nimeros distintos cuando cambia la unidad.
Este dato no se utiliza aqui como ilustracion anecdotica, sino como evidencia situada de
los problemas conceptuales que aparecen cuando el estudiante debe actuar sin una
formula inmediatamente disponible. La riqueza del caso reside en que registra
procedimientos, conversaciones y cambios de estrategia, por lo que permite reconstruir
el razonamiento y no solo clasificar respuestas como correctas o incorrectas. La lectura
editorial del estudio preserva esta evidencia, pero la inserta en un marco cientifico mas
amplio para evitar que la interpretacion quede restringida a las condiciones particulares
del aula observada (Castillo Pérez, 2015).

La literatura especializada amplia esta lectura al sefialar que la distincion protege
contra dos reducciones frecuentes: identificar el area con la figura y identificar el area
con el nimero desnudo. En consecuencia, la comprension del &rea puede describirse
como una red de coordinaciones entre atributos geométricos, unidades, representaciones
y operaciones. Cuando una de estas coordinaciones falta, el estudiante puede producir
una respuesta numérica plausible sin controlar el significado de la magnitud. Por ello, la
ensefianza conceptual no se opone a la eficiencia procedimental; su finalidad es que la
eficiencia se apoye en estructuras que puedan recuperarse, explicarse y transferirse.
(Douady y Perrin-Glorian (1987); Baltar (1999); Idrus et al. (2022)) coincide en que la
calidad del conocimiento se hace visible cuando el alumno puede cambiar de
representacion o de estrategia sin perder el control sobre la relacién matematica central.

Un mecanismo particularmente relevante es que el lenguaje matematico escolar
debe hacer visible que medir es comparar una magnitud con una unidad de la misma
naturaleza. Esta idea permite transformar la tarea didactica: ya no se trata solo de pedir
un numero, sino de diseflar condiciones para que determinadas relaciones sean
necesarias. El estudiante debe decidir qué conservar, que transformar y qué informacion
resulta pertinente. Las tareas con variaciones controladas pueden provocar una ruptura
de estrategias fragiles y favorecer otras mas generales. Esa reorganizacion constituye
una sefial de aprendizaje mas potente que la repeticion exitosa de un mismo tipo de
ejercicio, porque muestra que el conocimiento empieza a funcionar como herramienta

para anticipar y justificar acciones matematicas.
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Desde el punto de vista del disefio de ensefianza, las equivalencias entre
superficies y la invariancia bajo ciertas transformaciones permiten construir el area
como propiedad independiente de la forma. La consigna, los materiales y las
representaciones deben sostener la actividad intelectual sin sustituirla. Una tarea
demasiado guiada convierte el procedimiento en obediencia; una tarea demasiado
abierta puede dispersar la atencion y ocultar el objeto matematico. El equilibrio consiste
en restringir suficientemente el medio para que las estrategias relevantes tengan
consecuencias observables y, al mismo tiempo, conservar un espacio de decision para el
estudiante. En esta logica, la intervencidn docente se orienta a pedir razones, comparar
procedimientos y devolver preguntas que obliguen a revisar la coherencia de las
soluciones, antes que a indicar el algoritmo esperado.

Conviene introducir una cautela: el docente puede usar cambios de unidad para
generar conflicto cognitivo productivo y exigir explicaciones sobre lo que cambia y lo
que permanece. Esta precision evita convertir recursos, teorias o procedimientos en
recetas universales. Una cuadricula, un manipulativo, una férmula o un software no
poseen eficacia didactica por si mismos; su funcion depende de la relacion que la tarea
establezca entre el recurso y el conocimiento. Incluso una estrategia matematicamente
valida puede convertirse en obstaculo si se aplica de manera rigida fuera de las
condiciones que justifican su uso. El analisis didactico debe, por tanto, atender a la
estructura del problema, a los conocimientos previos y a las decisiones que el medio
hace posibles o necesarias.

Una consecuencia para el aprendizaje es que las respuestas parciales deben
leerse como configuraciones de conocimiento, no como simples fallas. Un estudiante
puede reconocer una unidad de area y, sin embargo, no estructurarla en filas y
columnas; puede descomponer una figura correctamente y recomponer mal sus areas; o
puede calcular una medida con precision sin distinguir la magnitud del numero. Esta
granularidad explica por qué una evaluacion basada solo en aciertos pierde informacion
crucial. Los niveles de razonamiento y las trayectorias de aprendizaje permiten describir
qué relaciones estan disponibles y cudles requieren nuevas experiencias, especialmente
cuando se combinan observaciones, producciones graficas y explicaciones verbales
(Douady y Perrin-Glorian (1987); Baltar (1999); Idrus et al. (2022)).

El lenguaje cumple aqui una funcion epistemoldgica. Expresiones como

superficie, area, medida, unidad, cuadrado, lado o perimetro no son intercambiables,
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aunque en la conversacion cotidiana puedan mezclarse. La precision verbal ayuda a
estabilizar distinciones que después sostienen la simbolizacion. Sin embargo, la
correccion terminoldgica no debe preceder mecanicamente a la comprension: puede
emerger de la necesidad de comunicar diferencias entre procedimientos y resultados. La
institucionalizacion docente tiene sentido cuando nombra relaciones que los estudiantes
ya han encontrado o que necesitan reorganizar, conectando producciones personales con
una forma matemaética compartida y culturalmente estable.

El contraste entre representaciones es otra herramienta de profundizaciéon. Una
misma relacion puede expresarse mediante recortes, una cuadricula, una tabla de
medidas, un diagrama, una expresion multiplicativa o una construccion dindmica.
Cuando el estudiante puede explicar como se conserva el significado al pasar de una
representacion a otra, aumenta la probabilidad de que el conocimiento sea flexible.
Cuando solo domina una representacion, la aparente comprension puede depender de
sefiales perceptivas especificas. Por ello, resulta valioso retirar gradualmente apoyos
visibles, introducir unidades no convencionales y plantear figuras cuya orientacion o
complejidad impida reconocer de inmediato una férmula conocida.

La Tabla 5 organiza los elementos centrales de esta discusion en un formato
comparativo. Su funcion es hacer visibles relaciones que suelen aparecer dispersas en la
literatura o en las producciones de aula y facilitar su uso en analisis didactico y

planificacion.

Tabla 5. Relaciones entre los cuadros geométrico, magnitud y numérico

Cuadro Objeto central Operacion cognitiva Ejemplo
Transformar, .
. s Dos poligonos de
Geométrico Superficie/figura descomponer, >
formas distintas
superponer
. Area como clase de Reconocer A'y B tienen la misma
Magnitud . . < .
equivalencia conservacion y orden area
- Medida respecto de una | Asignar y comparar 12 cuadrados o0 24
Numérico X , . -
unidad ndmeros con unidad tridngulos

Elaboracion propia a partir de Douady y Perrin-Glorian (1987) y Baltar (1999).
La lectura de la Tabla 5 confirma que una misma tarea de area puede activar

conocimientos distintos segln la unidad, la representacion, la figura y la exigencia de
justificacion. Por ello, el disefio no deberia evaluar Unicamente la exactitud final, sino
también la relacion matematica que sostiene el procedimiento y su estabilidad ante una

variacién controlada.
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La dimension espacial merece atencion explicita. La medicion de area exige
concebir unidades bidimensionales que recubren una regién, coordinar partes y
totalidad, y anticipar transformaciones que no alteran la cantidad de superficie. Estas
operaciones implican visualizacion, pero no se reducen a una habilidad perceptiva
aislada. La visualizacion se vuelve matematica cuando se articula con propiedades,
relaciones de equivalencia y argumentos. La evidencia contemporanea sobre habilidades
espaciales y rendimiento matematico permite entender por qué tareas de rotacion,
particion, estructuracién y recomposicion pueden contribuir a aprendizajes mas
generales, siempre que se integren al contenido y no se trabajen como ejercicios
desconectados (Douady y Perrin-Glorian (1987); Baltar (1999); Idrus et al. (2022)).

La evaluacion formativa ofrece un marco operativo para convertir estas
observaciones en decisiones de ensefianza. La pregunta clave no es solo si el estudiante
llegd a un resultado, sino qué unidad imagind, cdmo organizo el recubrimiento, qué
relacion utiliz6, como verificd su estrategia y si puede sostenerla en una tarea
modificada. La retroalimentacion Util se dirige a una relacion matematica concreta y
abre una nueva oportunidad de accion. De este modo, evaluar y ensefiar dejan de ser
momentos separados: la evidencia recogida durante la actividad permite ajustar el
medio, seleccionar una variante de la tarea o decidir qué conocimiento necesita ser
institucionalizado (Douady y Perrin-Glorian (1987); Baltar (1999); Idrus et al. (2022)).

En términos curriculares, este enfoque exige continuidad. Las nociones de
comparacion, conservacion, unidad e iteracion deberian reaparecer con creciente
complejidad a lo largo de la primaria, en lugar de quedar encapsuladas en una unidad
tematica breve. Cada retorno puede incorporar nuevas restricciones: unidades
convencionales, medidas fraccionarias, figuras compuestas, datos incompletos,
problemas inversos o necesidad de justificar generalizaciones. Una progresion de este
tipo conecta la intuicion geométrica con el razonamiento multiplicativo y prepara
aprendizajes posteriores de proporcionalidad, semejanza, superficie y modelizacion.

La diversidad de estudiantes obliga a evitar una Unica via de acceso. Algunos
alumnos se benefician de manipular y superponer; otros de dibujar, verbalizar o usar
una representacion dinamica. Ofrecer multiples representaciones no significa reducir la
exigencia matematica, sino permitir que la relacién central sea accesible desde
diferentes sistemas semioticos. El criterio de calidad es que todas las vias converjan en

una explicacion controlable: qué se conserva, qué cambia, por qué la unidad elegida es
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pertinente y como se puede verificar la medida. Este enfoque resulta compatible con una
ensefianza inclusiva centrada en el razonamiento.

Para el profesorado, la implicacion mas exigente es anticipar estrategias sin
fijarlas. Disefiar una buena situacion supone imaginar procedimientos plausibles, errores
productivos, valores de variables que provoquen cambios y preguntas que permitan
sostener la autonomia. La planificacion se convierte asi en una hipdtesis sobre el
funcionamiento del conocimiento en un medio. Durante la clase, esa hipotesis debe
confrontarse con las producciones reales y revisarse cuando las respuestas muestran
relaciones distintas de las previstas. Esta logica aproxima la practica docente a una
investigacion sistematica de la ensefianza.

La expansion cientifica realizada en este libro también permite situar el caso en
una escala adecuada. Las evidencias microdidacticas ofrecen profundidad interpretativa,
mientras que revisiones sistematicas y metaanalisis aportan panoramas mas amplios
sobre patrones, relaciones y efectos. Ninguno de estos niveles sustituye al otro. El caso
explica como puede organizarse una estrategia dentro de una situacién concreta; la
evidencia acumulada ayuda a estimar si el problema observado es recurrente y qué
enfoques han mostrado resultados consistentes. Su integracion fortalece la discusion sin
atribuir al pequefo estudio original alcances que no posee.

Como sintesis, el disefio de experiencias debe combinar comparacion, medicion,
transformacion y argumentacion, con variaciones que permitan observar si el estudiante
conserva el significado al cambiar de unidad, figura o representacién. Esta formulacion
conecta el analisis conceptual con una decision educativa verificable y prepara el paso
hacia el siguiente problema del capitulo. La ensefianza del area como magnitud adquiere
coherencia cuando las tareas, los recursos, las interacciones y la evaluacion apuntan a
las mismas relaciones matemaéticas. El objetivo no es prolongar indefinidamente
experiencias manipulativas ni retrasar el simbolismo, sino asegurar que la economia de
la formula sea el punto de llegada de una estructura comprensible y que, una vez
introducida, pueda volver a justificarse desde unidades, transformaciones y relaciones
espaciales.

Desde una perspectiva epistemoldgica, la separacién conceptual entre el soporte
geométrico, la magnitud asociada, la medida obtenida y el nUmero que representa esa
medida respecto de una unidad también permite comprender que los conceptos

escolares son el resultado de una organizacion progresiva de experiencias y relaciones.
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La historia de la medicion muestra que cuantificar una superficie supone estabilizar
unidades, operaciones de composicion y criterios de equivalencia; la ensefianza
reproduce parcialmente ese desafio a escala cognitiva. Por eso, saltar directamente a una
notacion eficiente puede ocultar los problemas que la propia matematica tuvo que
resolver: qué cuenta como la misma cantidad de superficie, cbmo se comparan regiones
no superponibles y de qué manera una unidad puede iterarse de forma coherente.
(Douady y Perrin-Glorian (1987); Baltar (1999); Idrus et al. (2022)) proporciona
antecedentes para disefiar tareas donde esas relaciones se conviertan en objeto de
reflexion y no permanezcan como supuestos invisibles detras de un algoritmo.

Una forma de operacionalizar este enfoque consiste en construir secuencias de
tareas que mantengan estable el conocimiento central y modifiquen una condicién a la
vez. A partir de las equivalencias entre superficies y la invariancia bajo ciertas
transformaciones permiten construir el area como propiedad independiente de la forma,
puede variarse la forma sin cambiar el &rea, cambiar la unidad manteniendo la region,
retirar gradualmente la cuadricula o pedir que una estrategia sea explicada con una
representacion distinta. La comparacion entre soluciones se vuelve entonces parte del
contenido: obliga a identificar qué informacion es matematica y cual pertenece solo al
dibujo o al material. Esta légica favorece que el estudiante formule conjeturas,
encuentre contraejemplos y desarrolle criterios para elegir procedimientos, en lugar de
asociar cada apariencia visual con una regla aislada. La variacion controlada es, ademas,
un recurso potente para el docente porque hace observable la estabilidad o fragilidad de
la comprension.

En términos de investigacion educativa, el docente puede usar cambios de
unidad para generar conflicto cognitivo productivo y exigir explicaciones sobre lo que
cambia y lo que permanece plantea una exigencia metodoldgica: separar
cuidadosamente desempefio inmediato, comprension conceptual y transferencia. Una
secuencia puede mejorar la ejecucion durante la sesion porque ofrece apoyos visibles,
sin que ello implique que el estudiante haya internalizado la estructura necesaria para
resolver una tarea distante. Por eso son relevantes las pruebas diferidas, las
representaciones novedosas Y la solicitud de justificaciones. La tesis de origen ya ofrece
una sefial en esa direccion al incluir una segunda actividad una semana después; la
literatura contemporanea sobre progresiones y evaluacion formativa permite ampliar ese

criterio y proponer seguimientos mas extensos. De este modo, el disefio de ensefianza y
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el disefio de investigacion convergen en una misma pregunta: qué evidencia permite
afirmar que el conocimiento funciona mas alla de la situacion en la que fue construido
(Douady y Perrin-Glorian (1987); Baltar (1999); Idrus et al. (2022)).

En suma, este apartado refuerza una idea transversal del libro: comprender area
supone coordinar relaciones geométricas, métricas y representacionales y poder
justificar su funcionamiento cuando cambian las condiciones de la tarea. Esta
coordinacion prepara el terreno para el siguiente apartado, donde el anélisis desplaza el

énfasis hacia una dimensién complementaria del mismo problema.

2.2 PROPIEDADES MATEMATICAS DE LA MAGNITUD AREA

El nlcleo de este apartado es las propiedades que sostienen la cuantificacion del
area: positividad, aditividad, equivalencia, conservacion y dependencia de la unidad en
la medida numérica. Este desplazamiento conceptual resulta decisivo porque el area no
se aprende de manera sélida cuando se presenta (nicamente como una operacion
aritmética asociada a ciertas figuras. La matematica escolar necesita construir un puente
entre experiencias de comparacién y transformacion, representaciones geométricas y
cuantificacion. Desde esta perspectiva, el aprendizaje se entiende como una
reorganizacion progresiva de relaciones: qué se mide, con qué unidad se compara, qué
transformaciones conservan la magnitud y cémo se justifican los resultados.
(Freudenthal (1983); Douady y Perrin-Glorian (1987); Lehmann (2023)) ofrece un
marco convergente para interpretar este transito y para diferenciar el conocimiento que
permite ejecutar un célculo del conocimiento que permite explicar por qué ese calculo
representa una medida de area.

La investigacion que sirve de base a esta obra aporta un referente empirico
especialmente util: el estudio de origen operacionaliza estas ideas mediante
recubrimiento, conteo, comparacién y descomposicion de poligonos. Este dato no se
utiliza aqui como ilustracion anecddtica, sino como evidencia situada de los problemas
conceptuales que aparecen cuando el estudiante debe actuar sin una férmula
inmediatamente disponible. La riqueza del caso reside en que registra procedimientos,
conversaciones y cambios de estrategia, por lo que permite reconstruir el razonamiento
y no solo clasificar respuestas como correctas o incorrectas. La lectura editorial del

estudio preserva esta evidencia, pero la inserta en un marco cientifico mas amplio para
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evitar que la interpretacion quede restringida a las condiciones particulares del aula
observada (Castillo Pérez, 2015).

La literatura especializada amplia esta lectura al sefialar que la aditividad explica
por qué una figura compuesta puede descomponerse sin alterar el total y por qué las
areas parciales pueden recomponerse. En consecuencia, la comprension del area puede
describirse como una red de coordinaciones entre atributos geométricos, unidades,
representaciones y operaciones. Cuando una de estas coordinaciones falta, el estudiante
puede producir una respuesta numérica plausible sin controlar el significado de la
magnitud. Por ello, la ensefianza conceptual no se opone a la eficiencia procedimental;
su finalidad es que la eficiencia se apoye en estructuras que puedan recuperarse,
explicarse y transferirse. (Freudenthal (1983); Douady y Perrin-Glorian (1987);
Lehmann (2023)) coincide en que la calidad del conocimiento se hace visible cuando el
alumno puede cambiar de representacion o de estrategia sin perder el control sobre la
relacion matematica central.

Un mecanismo particularmente relevante es que la conservacion permite
comprender que cortar y reorganizar partes no modifica la magnitud cuando no hay
solapamientos ni pérdidas. Esta idea permite transformar la tarea didactica: ya no se
trata solo de pedir un ndmero, sino de disefiar condiciones para que determinadas
relaciones sean necesarias. El estudiante debe decidir qué conservar, qué transformar y
qué informacion resulta pertinente. Las tareas con variaciones controladas pueden
provocar una ruptura de estrategias fragiles y favorecer otras més generales. Esa
reorganizacion constituye una sefial de aprendizaje mas potente que la repeticion exitosa
de un mismo tipo de ejercicio, porque muestra que el conocimiento empieza a funcionar
como herramienta para anticipar y justificar acciones matematicas.

Desde el punto de vista del disefio de ensefianza, la positividad y la eleccion de
unidad dan sentido a los numeros que aparecen en la medicion y evitan tratar el
resultado como una etiqueta arbitraria. La consigna, los materiales y las
representaciones deben sostener la actividad intelectual sin sustituirla. Una tarea
demasiado guiada convierte el procedimiento en obediencia; una tarea demasiado
abierta puede dispersar la atencion y ocultar el objeto matematico. El equilibrio consiste
en restringir suficientemente el medio para que las estrategias relevantes tengan
consecuencias observables y, al mismo tiempo, conservar un espacio de decision para el

estudiante. En esta logica, la intervencion docente se orienta a pedir razones, comparar
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procedimientos y devolver preguntas que obliguen a revisar la coherencia de las
soluciones, antes que a indicar el algoritmo esperado.

Conviene introducir una cautela: estas propiedades deben aparecer en problemas
y argumentaciones antes de ser presentadas como formulaciones formales. Esta
precision evita convertir recursos, teorias o procedimientos en recetas universales. Una
cuadricula, un manipulativo, una férmula o un software no poseen eficacia didactica por
si mismos; su funcion depende de la relacion que la tarea establezca entre el recurso y el
conocimiento. Incluso una estrategia matematicamente valida puede convertirse en
obstaculo si se aplica de manera rigida fuera de las condiciones que justifican su uso. El
andlisis didactico debe, por tanto, atender a la estructura del problema, a los
conocimientos previos y a las decisiones que el medio hace posibles o necesarias.

Una consecuencia para el aprendizaje es que las respuestas parciales deben
leerse como configuraciones de conocimiento, no como simples fallas. Un estudiante
puede reconocer una unidad de &rea y, sin embargo, no estructurarla en filas y
columnas; puede descomponer una figura correctamente y recomponer mal sus areas; o
puede calcular una medida con precision sin distinguir la magnitud del numero. Esta
granularidad explica por qué una evaluacion basada solo en aciertos pierde informacion
crucial. Los niveles de razonamiento y las trayectorias de aprendizaje permiten describir
qué relaciones estan disponibles y cudles requieren nuevas experiencias, especialmente
cuando se combinan observaciones, producciones graficas y explicaciones verbales
(Freudenthal (1983); Douady y Perrin-Glorian (1987); Lehmann (2023)).

El lenguaje cumple aqui una funcion epistemoldgica. Expresiones como
superficie, area, medida, unidad, cuadrado, lado o perimetro no son intercambiables,
aunque en la conversacion cotidiana puedan mezclarse. La precision verbal ayuda a
estabilizar distinciones que después sostienen la simbolizacion. Sin embargo, la
correccion terminoldgica no debe preceder mecanicamente a la comprension: puede
emerger de la necesidad de comunicar diferencias entre procedimientos y resultados. La
institucionalizacion docente tiene sentido cuando nombra relaciones que los estudiantes
ya han encontrado o que necesitan reorganizar, conectando producciones personales con
una forma matematica compartida y culturalmente estable.

El contraste entre representaciones es otra herramienta de profundizacién. Una
misma relacion puede expresarse mediante recortes, una cuadricula, una tabla de

medidas, un diagrama, una expresion multiplicativa o una construccion dindmica.
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Cuando el estudiante puede explicar como se conserva el significado al pasar de una
representacion a otra, aumenta la probabilidad de que el conocimiento sea flexible.
Cuando solo domina una representacion, la aparente comprension puede depender de
sefiales perceptivas especificas. Por ello, resulta valioso retirar gradualmente apoyos
visibles, introducir unidades no convencionales y plantear figuras cuya orientaciéon o
complejidad impida reconocer de inmediato una férmula conocida.

La Tabla 6 organiza los elementos centrales de esta discusion en un formato
comparativo. Su funcion es hacer visibles relaciones que suelen aparecer dispersas en la
literatura o en las producciones de aula y facilitar su uso en analisis didactico y

planificacion.

Tabla 6. Propiedades estructurales de la magnitud area

Propiedad Significado escolar Situacion de aprendizaje
Positividad Una region no vacia tiene Compgrar superficies muy
medida positiva pequefias
Aditividad El &rea t.oftal es suma de &reas de | Descomponer figuras
partes disjuntas compuestas
L Reorganizar partes no altera el
Conservacion Area Recortar y recomponer

Formas diferentes pueden

Equivalencia .
compartir area

Construir figuras equivalentes

Dependencia de unidad en la Cambiar cuadrado por tridngulo
medida o rectangulo

Elaboracion propia a partir de Freudenthal (1983), Douady y Perrin-Glorian (1987) y Lehmann (2023).

El nimero cambia con el patron

La lectura de la Tabla 6 confirma que una misma tarea de area puede activar
conocimientos distintos segun la unidad, la representacién, la figura y la exigencia de
justificacion. Por ello, el disefio no deberia evaluar Gnicamente la exactitud final, sino
también la relacion matematica que sostiene el procedimiento y su estabilidad ante una
variacion controlada.

La dimension espacial merece atencion explicita. La medicién de area exige
concebir unidades bidimensionales que recubren una regién, coordinar partes y
totalidad, y anticipar transformaciones que no alteran la cantidad de superficie. Estas
operaciones implican visualizacion, pero no se reducen a una habilidad perceptiva
aislada. La visualizacion se vuelve matematica cuando se articula con propiedades,
relaciones de equivalencia y argumentos. La evidencia contemporanea sobre habilidades
espaciales y rendimiento matematico permite entender por qué tareas de rotacion,
particion, estructuracién y recomposicién pueden contribuir a aprendizajes mas
generales, siempre que se integren al contenido y no se trabajen como ejercicios
desconectados (Freudenthal (1983); Douady y Perrin-Glorian (1987); Lehmann (2023)).
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La evaluacion formativa ofrece un marco operativo para convertir estas
observaciones en decisiones de ensefianza. La pregunta clave no es solo si el estudiante
Ileg6é a un resultado, sino qué unidad imagind, cdmo organizo el recubrimiento, qué
relacion utiliz6, como verificd su estrategia y si puede sostenerla en una tarea
modificada. La retroalimentacion atil se dirige a una relacion matematica concreta y
abre una nueva oportunidad de accion. De este modo, evaluar y ensefiar dejan de ser
momentos separados: la evidencia recogida durante la actividad permite ajustar el
medio, seleccionar una variante de la tarea o decidir qué conocimiento necesita ser
institucionalizado (Freudenthal (1983); Douady y Perrin-Glorian (1987); Lehmann
(2023)).

En términos curriculares, este enfoque exige continuidad. Las nociones de
comparacion, conservacion, unidad e iteracion deberian reaparecer con creciente
complejidad a lo largo de la primaria, en lugar de quedar encapsuladas en una unidad
teméatica breve. Cada retorno puede incorporar nuevas restricciones: unidades
convencionales, medidas fraccionarias, figuras compuestas, datos incompletos,
problemas inversos o necesidad de justificar generalizaciones. Una progresion de este
tipo conecta la intuicion geométrica con el razonamiento multiplicativo y prepara
aprendizajes posteriores de proporcionalidad, semejanza, superficie y modelizacion.

La diversidad de estudiantes obliga a evitar una Unica via de acceso. Algunos
alumnos se benefician de manipular y superponer; otros de dibujar, verbalizar o usar
una representacion dindmica. Ofrecer multiples representaciones no significa reducir la
exigencia matematica, sino permitir que la relacion central sea accesible desde
diferentes sistemas semioticos. El criterio de calidad es que todas las vias converjan en
una explicacion controlable: qué se conserva, qué cambia, por qué la unidad elegida es
pertinente y cdmo se puede verificar la medida. Este enfoque resulta compatible con una
ensefianza inclusiva centrada en el razonamiento.

Para el profesorado, la implicacion mas exigente es anticipar estrategias sin
fijarlas. Disefiar una buena situacion supone imaginar procedimientos plausibles, errores
productivos, valores de variables que provoquen cambios y preguntas que permitan
sostener la autonomia. La planificacion se convierte asi en una hipotesis sobre el
funcionamiento del conocimiento en un medio. Durante la clase, esa hipotesis debe

confrontarse con las producciones reales y revisarse cuando las respuestas muestran
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relaciones distintas de las previstas. Esta l6gica aproxima la préctica docente a una
investigacion sistematica de la ensefianza.

La expansion cientifica realizada en este libro también permite situar el caso en
una escala adecuada. Las evidencias microdidacticas ofrecen profundidad interpretativa,
mientras que revisiones sistematicas y metaanalisis aportan panoramas mas amplios
sobre patrones, relaciones y efectos. Ninguno de estos niveles sustituye al otro. El caso
explica como puede organizarse una estrategia dentro de una situacion concreta; la
evidencia acumulada ayuda a estimar si el problema observado es recurrente y qué
enfoques han mostrado resultados consistentes. Su integracion fortalece la discusion sin
atribuir al pequefio estudio original alcances que no posee.

Como sintesis, el disefio de experiencias debe combinar comparacion, medicion,
transformacion y argumentacién, con variaciones que permitan observar si el estudiante
conserva el significado al cambiar de unidad, figura o representacién. Esta formulacion
conecta el analisis conceptual con una decision educativa verificable y prepara el paso
hacia el siguiente problema del capitulo. La ensefianza del area como magnitud adquiere
coherencia cuando las tareas, los recursos, las interacciones y la evaluacion apuntan a
las mismas relaciones matematicas. El objetivo no es prolongar indefinidamente
experiencias manipulativas ni retrasar el simbolismo, sino asegurar que la economia de
la formula sea el punto de llegada de una estructura comprensible y que, una vez
introducida, pueda volver a justificarse desde unidades, transformaciones y relaciones
espaciales.

Desde una perspectiva epistemoldgica, las propiedades que sostienen la
cuantificacion del area: positividad, aditividad, equivalencia, conservacién vy
dependencia de la unidad en la medida numérica también permite comprender que los
conceptos escolares son el resultado de una organizacidn progresiva de experiencias y
relaciones. La historia de la medicion muestra que cuantificar una superficie supone
estabilizar unidades, operaciones de composicion y criterios de equivalencia; la
ensefianza reproduce parcialmente ese desafio a escala cognitiva. Por eso, saltar
directamente a una notacion eficiente puede ocultar los problemas que la propia
matematica tuvo que resolver: qué cuenta como la misma cantidad de superficie, cbmo
se comparan regiones no superponibles y de qué manera una unidad puede iterarse de
forma coherente. (Freudenthal (1983); Douady y Perrin-Glorian (1987); Lehmann
(2023)) proporciona antecedentes para disefiar tareas donde esas relaciones se
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conviertan en objeto de reflexion y no permanezcan como supuestos invisibles detras de
un algoritmo.

Una forma de operacionalizar este enfoque consiste en construir secuencias de
tareas que mantengan estable el conocimiento central y modifiquen una condicion a la
vez. A partir de la positividad y la eleccion de unidad dan sentido a los nimeros que
aparecen en la medicién y evitan tratar el resultado como una etiqueta arbitraria, puede
variarse la forma sin cambiar el area, cambiar la unidad manteniendo la region, retirar
gradualmente la cuadricula o pedir que una estrategia sea explicada con una
representacion distinta. La comparacion entre soluciones se vuelve entonces parte del
contenido: obliga a identificar qué informacion es matemaética y cuél pertenece solo al
dibujo o al material. Esta légica favorece que el estudiante formule conjeturas,
encuentre contraejemplos y desarrolle criterios para elegir procedimientos, en lugar de
asociar cada apariencia visual con una regla aislada. La variacion controlada es, ademas,
un recurso potente para el docente porque hace observable la estabilidad o fragilidad de
la comprension.

En términos de investigacion educativa, estas propiedades deben aparecer en
problemas y argumentaciones antes de ser presentadas como formulaciones formales
plantea una exigencia metodoldgica: separar cuidadosamente desempefio inmediato,
comprension conceptual y transferencia. Una secuencia puede mejorar la ejecucion
durante la sesion porque ofrece apoyos visibles, sin que ello implique que el estudiante
haya internalizado la estructura necesaria para resolver una tarea distante. Por eso son
relevantes las pruebas diferidas, las representaciones novedosas y la solicitud de
justificaciones. La tesis de origen ya ofrece una sefial en esa direccion al incluir una
segunda actividad una semana después; la literatura contemporanea sobre progresiones
y evaluacion formativa permite ampliar ese criterio y proponer seguimientos mas
extensos. De este modo, el disefio de ensefianza y el disefio de investigacion convergen
en una misma pregunta: qué evidencia permite afirmar que el conocimiento funciona
mas alla de la situacion en la que fue construido (Freudenthal (1983); Douady y Perrin-
Glorian (1987); Lehmann (2023)).

En suma, este apartado refuerza una idea transversal del libro: comprender area
supone coordinar relaciones geométricas, métricas y representacionales y poder

justificar su funcionamiento cuando cambian las condiciones de la tarea. Esta
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coordinacion prepara el terreno para el siguiente apartado, donde el anélisis desplaza el

énfasis hacia una dimension complementaria del mismo problema.

2.3 LA UNIDAD DE AREA: RECUBRIMIENTO, ITERACION Y
ESTRUCTURA BIDIMENSIONAL

El ndcleo de este apartado es la unidad cuadrada como objeto compuesto que
debe coordinar dos dimensiones y recubrir una regién sin huecos ni superposiciones.
Este desplazamiento conceptual resulta decisivo porque el &rea no se aprende de manera
solida cuando se presenta Gnicamente como una operacion aritmética asociada a ciertas
figuras. La matematica escolar necesita construir un puente entre experiencias de
comparacion y transformacion, representaciones geométricas y cuantificacion. Desde
esta perspectiva, el aprendizaje se entiende como una reorganizacion progresiva de
relaciones: qué se mide, con qué unidad se compara, qué transformaciones conservan la
magnitud y como se justifican los resultados. (Kamii y Kysh (2006); Clements et al.
(2018); Battista (2004)) ofrece un marco convergente para interpretar este transito y
para diferenciar el conocimiento que permite ejecutar un céalculo del conocimiento que
permite explicar por qué ese calculo representa una medida de &rea.

La investigacion que sirve de base a esta obra aporta un referente empirico
especialmente Util: en la tesis, el cambio entre cuadrados, rectangulos y tridngulos
funciondé como variable didactica para revelar que la medida cambia aunque el area
permanezca. Este dato no se utiliza aqui como ilustracion anecddtica, sino como
evidencia situada de los problemas conceptuales que aparecen cuando el estudiante debe
actuar sin una formula inmediatamente disponible. La riqueza del caso reside en que
registra procedimientos, conversaciones y cambios de estrategia, por lo que permite
reconstruir el razonamiento y no solo clasificar respuestas como correctas o incorrectas.
La lectura editorial del estudio preserva esta evidencia, pero la inserta en un marco
cientifico mas amplio para evitar que la interpretacion quede restringida a las
condiciones particulares del aula observada (Castillo Pérez, 2015).

La literatura especializada amplia esta lectura al sefialar que la evidencia muestra
que ver una cuadricula no garantiza por si mismo comprender la unidad de area; el
alumno debe construir la relacion entre unidad, cobertura y estructura de arreglo. En
consecuencia, la comprensién del area puede describirse como una red de
coordinaciones entre atributos geométricos, unidades, representaciones y operaciones.

Cuando una de estas coordinaciones falta, el estudiante puede producir una respuesta
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numérica plausible sin controlar el significado de la magnitud. Por ello, la ensefianza
conceptual no se opone a la eficiencia procedimental; su finalidad es que la eficiencia se
apoye en estructuras que puedan recuperarse, explicarse y transferirse. (Kamii y Kysh
(2006); Clements et al. (2018); Battista (2004)) coincide en que la calidad del
conocimiento se hace visible cuando el alumno puede cambiar de representacion o de
estrategia sin perder el control sobre la relacion matematica central.

Un mecanismo particularmente relevante es que iterar una unidad exige
mantener su tamafio y orientacion conceptual, mientras que estructurar filas y columnas
permite pasar del conteo uno a uno al razonamiento multiplicativo. Esta idea permite
transformar la tarea didactica: ya no se trata solo de pedir un ndmero, sino de disefiar
condiciones para que determinadas relaciones sean necesarias. El estudiante debe
decidir qué conservar, qué transformar y qué informacion resulta pertinente. Las tareas
con variaciones controladas pueden provocar una ruptura de estrategias fragiles y
favorecer otras méas generales. Esa reorganizacion constituye una sefial de aprendizaje
mas potente que la repeticidn exitosa de un mismo tipo de ejercicio, porque muestra que
el conocimiento empieza a funcionar como herramienta para anticipar y justificar
acciones matematicas.

Desde el punto de vista del disefio de ensefianza, las unidades arbitrarias son
especialmente valiosas porque obligan a razonar sobre equivalencias antes de introducir
centimetros cuadrados u otras unidades convencionales. La consigna, los materiales y
las representaciones deben sostener la actividad intelectual sin sustituirla. Una tarea
demasiado guiada convierte el procedimiento en obediencia; una tarea demasiado
abierta puede dispersar la atencion y ocultar el objeto matematico. El equilibrio consiste
en restringir suficientemente el medio para que las estrategias relevantes tengan
consecuencias observables y, al mismo tiempo, conservar un espacio de decision para el
estudiante. En esta logica, la intervencion docente se orienta a pedir razones, comparar
procedimientos y devolver preguntas que obliguen a revisar la coherencia de las
soluciones, antes que a indicar el algoritmo esperado.

Conviene introducir una cautela: las tareas deben variar tamafio, forma y
orientacion de la unidad para evitar que la cuadricula se convierta en una muleta
perceptiva. Esta precision evita convertir recursos, teorias o procedimientos en recetas
universales. Una cuadricula, un manipulativo, una férmula o un software no poseen

eficacia didactica por si mismos; su funcién depende de la relacion que la tarea
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establezca entre el recurso y el conocimiento. Incluso una estrategia matematicamente
valida puede convertirse en obstaculo si se aplica de manera rigida fuera de las
condiciones que justifican su uso. El analisis didactico debe, por tanto, atender a la
estructura del problema, a los conocimientos previos y a las decisiones que el medio
hace posibles o necesarias.

Una consecuencia para el aprendizaje es que las respuestas parciales deben
leerse como configuraciones de conocimiento, no como simples fallas. Un estudiante
puede reconocer una unidad de area y, sin embargo, no estructurarla en filas y
columnas; puede descomponer una figura correctamente y recomponer mal sus areas; o
puede calcular una medida con precision sin distinguir la magnitud del nimero. Esta
granularidad explica por qué una evaluacion basada solo en aciertos pierde informacién
crucial. Los niveles de razonamiento y las trayectorias de aprendizaje permiten describir
qué relaciones estan disponibles y cudles requieren nuevas experiencias, especialmente
cuando se combinan observaciones, producciones graficas y explicaciones verbales
(Kamii y Kysh (2006); Clements et al. (2018); Battista (2004)).

El lenguaje cumple aqui una funcion epistemoldgica. Expresiones como
superficie, area, medida, unidad, cuadrado, lado o perimetro no son intercambiables,
aungue en la conversacion cotidiana puedan mezclarse. La precisioén verbal ayuda a
estabilizar distinciones que después sostienen la simbolizacion. Sin embargo, la
correccion terminoldgica no debe preceder mecanicamente a la comprension: puede
emerger de la necesidad de comunicar diferencias entre procedimientos y resultados. La
institucionalizacién docente tiene sentido cuando nombra relaciones que los estudiantes
ya han encontrado o que necesitan reorganizar, conectando producciones personales con
una forma matematica compartida y culturalmente estable.

El contraste entre representaciones es otra herramienta de profundizacion. Una
misma relacion puede expresarse mediante recortes, una cuadricula, una tabla de
medidas, un diagrama, una expresion multiplicativa o una construccion dinamica.
Cuando el estudiante puede explicar como se conserva el significado al pasar de una
representacion a otra, aumenta la probabilidad de que el conocimiento sea flexible.
Cuando solo domina una representacion, la aparente comprension puede depender de
sefiales perceptivas especificas. Por ello, resulta valioso retirar gradualmente apoyos
visibles, introducir unidades no convencionales y plantear figuras cuya orientacién o

complejidad impida reconocer de inmediato una férmula conocida.
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La Tabla 7 organiza los elementos centrales de esta discusion en un formato
comparativo. Su funcion es hacer visibles relaciones que suelen aparecer dispersas en la
literatura 0 en las producciones de aula y facilitar su uso en analisis didactico y

planificacion.

Tabla 7. Niveles de estructuracion de unidades de area

Nivel Rasgo del razonamiento Indicador observable
Necesita unidades visibles y
conteo directo

Reconoce filas o columnas
incompletamente

Concibe una fila o columna

Unidad compuesta Itera una fila como unidad
€Omo grupo

Recubrimiento inicial Cuenta cuadrados uno a uno

Estructura parcial Agrupa unidades en segmentos

Anticipa cuadrados no

Estructura bidimensional Coordina filas y columnas o
dibujados

Interpreta producto como conteo
de unidades cuadradas

Sintesis editorial basada en Battista (2004), Clements et al. (2018) e Idrus et al. (2022).

Relacion multiplicativa Justifica base x altura

La lectura de la Tabla 7 confirma que una misma tarea de area puede activar
conocimientos distintos segun la unidad, la representacién, la figura y la exigencia de
justificacion. Por ello, el disefio no deberia evaluar Unicamente la exactitud final, sino
también la relacion matematica que sostiene el procedimiento y su estabilidad ante una
variacion controlada.

La dimension espacial merece atencion explicita. La medicién de area exige
concebir unidades bidimensionales que recubren una regién, coordinar partes y
totalidad, y anticipar transformaciones que no alteran la cantidad de superficie. Estas
operaciones implican visualizacion, pero no se reducen a una habilidad perceptiva
aislada. La visualizacion se vuelve matematica cuando se articula con propiedades,
relaciones de equivalencia y argumentos. La evidencia contemporanea sobre habilidades
espaciales y rendimiento matematico permite entender por qué tareas de rotacion,
particion, estructuracién y recomposicion pueden contribuir a aprendizajes mas
generales, siempre que se integren al contenido y no se trabajen como ejercicios
desconectados (Kamii y Kysh (2006); Clements et al. (2018); Battista (2004)).

La evaluacion formativa ofrece un marco operativo para convertir estas
observaciones en decisiones de ensefianza. La pregunta clave no es solo si el estudiante
llegd a un resultado, sino qué unidad imagind, cémo organizo6 el recubrimiento, qué
relacién utiliz6, cédmo verificO su estrategia y si puede sostenerla en una tarea
modificada. La retroalimentacion util se dirige a una relacion matematica concreta y

abre una nueva oportunidad de accion. De este modo, evaluar y ensefiar dejan de ser
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momentos separados: la evidencia recogida durante la actividad permite ajustar el
medio, seleccionar una variante de la tarea o decidir qué conocimiento necesita ser
institucionalizado (Kamii y Kysh (2006); Clements et al. (2018); Battista (2004)).

En términos curriculares, este enfoque exige continuidad. Las nociones de
comparacion, conservacion, unidad e iteracion deberian reaparecer con creciente
complejidad a lo largo de la primaria, en lugar de quedar encapsuladas en una unidad
teméatica breve. Cada retorno puede incorporar nuevas restricciones: unidades
convencionales, medidas fraccionarias, figuras compuestas, datos incompletos,
problemas inversos o necesidad de justificar generalizaciones. Una progresion de este
tipo conecta la intuicion geométrica con el razonamiento multiplicativo y prepara
aprendizajes posteriores de proporcionalidad, semejanza, superficie y modelizacion.

La diversidad de estudiantes obliga a evitar una Unica via de acceso. Algunos
alumnos se benefician de manipular y superponer; otros de dibujar, verbalizar o usar
una representacion dindmica. Ofrecer multiples representaciones no significa reducir la
exigencia matematica, sino permitir que la relacion central sea accesible desde
diferentes sistemas semioticos. El criterio de calidad es que todas las vias converjan en
una explicacion controlable: qué se conserva, qué cambia, por qué la unidad elegida es
pertinente y cémo se puede verificar la medida. Este enfoque resulta compatible con una
ensefianza inclusiva centrada en el razonamiento.

Para el profesorado, la implicacion mas exigente es anticipar estrategias sin
fijarlas. Disefiar una buena situacién supone imaginar procedimientos plausibles, errores
productivos, valores de variables que provoquen cambios y preguntas que permitan
sostener la autonomia. La planificacion se convierte asi en una hipotesis sobre el
funcionamiento del conocimiento en un medio. Durante la clase, esa hipotesis debe
confrontarse con las producciones reales y revisarse cuando las respuestas muestran
relaciones distintas de las previstas. Esta logica aproxima la practica docente a una
investigacion sistematica de la ensefianza.

La expansion cientifica realizada en este libro también permite situar el caso en
una escala adecuada. Las evidencias microdidacticas ofrecen profundidad interpretativa,
mientras que revisiones sistematicas y metaanalisis aportan panoramas mas amplios
sobre patrones, relaciones y efectos. Ninguno de estos niveles sustituye al otro. El caso
explica como puede organizarse una estrategia dentro de una situacion concreta; la

evidencia acumulada ayuda a estimar si el problema observado es recurrente y qué
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enfoques han mostrado resultados consistentes. Su integracion fortalece la discusion sin
atribuir al pequefio estudio original alcances que no posee.

Como sintesis, el disefio de experiencias debe combinar comparacion, medicion,
transformacion y argumentacién, con variaciones que permitan observar si el estudiante
conserva el significado al cambiar de unidad, figura o representacion. Esta formulacién
conecta el analisis conceptual con una decision educativa verificable y prepara el paso
hacia el siguiente problema del capitulo. La ensefianza del &rea como magnitud adquiere
coherencia cuando las tareas, los recursos, las interacciones y la evaluacion apuntan a
las mismas relaciones matematicas. El objetivo no es prolongar indefinidamente
experiencias manipulativas ni retrasar el simbolismo, sino asegurar que la economia de
la férmula sea el punto de llegada de una estructura comprensible y que, una vez
introducida, pueda volver a justificarse desde unidades, transformaciones y relaciones
espaciales.

Desde una perspectiva epistemoldgica, la unidad cuadrada como objeto
compuesto que debe coordinar dos dimensiones y recubrir una region sin huecos ni
superposiciones también permite comprender que los conceptos escolares son el
resultado de una organizacion progresiva de experiencias y relaciones. La historia de la
medicién muestra que cuantificar una superficie supone estabilizar unidades,
operaciones de composicion y criterios de equivalencia; la ensefianza reproduce
parcialmente ese desafio a escala cognitiva. Por eso, saltar directamente a una notacion
eficiente puede ocultar los problemas que la propia matematica tuvo que resolver: qué
cuenta como la misma cantidad de superficie, como se comparan regiones no
superponibles y de qué manera una unidad puede iterarse de forma coherente. (Kamii y
Kysh (2006); Clements et al. (2018); Battista (2004)) proporciona antecedentes para
disefiar tareas donde esas relaciones se conviertan en objeto de reflexién y no
permanezcan como supuestos invisibles detras de un algoritmo.

Una forma de operacionalizar este enfogque consiste en construir secuencias de
tareas que mantengan estable el conocimiento central y modifiquen una condicién a la
vez. A partir de las unidades arbitrarias son especialmente valiosas porque obligan a
razonar sobre equivalencias antes de introducir centimetros cuadrados u otras unidades
convencionales, puede variarse la forma sin cambiar el area, cambiar la unidad
manteniendo la region, retirar gradualmente la cuadricula o pedir que una estrategia sea

explicada con una representacion distinta. La comparacion entre soluciones se vuelve
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entonces parte del contenido: obliga a identificar qué informacidn es matematica y cual
pertenece solo al dibujo o al material. Esta logica favorece que el estudiante formule
conjeturas, encuentre contraejemplos y desarrolle criterios para elegir procedimientos,
en lugar de asociar cada apariencia visual con una regla aislada. La variacion controlada
es, ademas, un recurso potente para el docente porque hace observable la estabilidad o
fragilidad de la comprension.

En términos de investigacion educativa, las tareas deben variar tamafio, forma y
orientacion de la unidad para evitar que la cuadricula se convierta en una muleta
perceptiva plantea una exigencia metodoldgica: separar cuidadosamente desempefio
inmediato, comprension conceptual y transferencia. Una secuencia puede mejorar la
ejecucion durante la sesion porque ofrece apoyos visibles, sin que ello implique que el
estudiante haya internalizado la estructura necesaria para resolver una tarea distante. Por
eso son relevantes las pruebas diferidas, las representaciones novedosas Yy la solicitud de
justificaciones. La tesis de origen ya ofrece una sefial en esa direccién al incluir una
segunda actividad una semana después; la literatura contemporanea sobre progresiones
y evaluacion formativa permite ampliar ese criterio y proponer seguimientos mas
extensos. De este modo, el disefio de ensefianza y el disefio de investigacidén convergen
en una misma pregunta: qué evidencia permite afirmar que el conocimiento funciona
mas alla de la situacion en la que fue construido (Kamii y Kysh (2006); Clements et al.
(2018); Battista (2004)).

En suma, este apartado refuerza una idea transversal del libro: comprender area
supone coordinar relaciones geométricas, métricas y representacionales y poder
justificar su funcionamiento cuando cambian las condiciones de la tarea. Esta
coordinacion prepara el terreno para el siguiente apartado, donde el anélisis desplaza el

énfasis hacia una dimensién complementaria del mismo problema.

2.4 DE LA COMPARACION A LA FORMULA: TRAYECTORIAS
DEL RAZONAMIENTO DE AREA

El ndcleo de este apartado es una trayectoria que avanza desde comparaciones
cualitativas y recubrimientos hacia unidades compuestas, arreglos rectangulares y
formulas con significado. Este desplazamiento conceptual resulta decisivo porque el
area no se aprende de manera sOlida cuando se presenta Unicamente como una
operacion aritmética asociada a ciertas figuras. La matematica escolar necesita construir

un puente entre experiencias de comparacion y transformacion, representaciones
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geométricas y cuantificacion. Desde esta perspectiva, el aprendizaje se entiende como
una reorganizacion progresiva de relaciones: qué se mide, con qué unidad se compara,
qué transformaciones conservan la magnitud y como se justifican los resultados.
(Clements y Sarama (2014); Battista (2004); Harris et al. (2022)) ofrece un marco
convergente para interpretar este transito y para diferenciar el conocimiento que permite
ejecutar un célculo del conocimiento que permite explicar por qué ese calculo
representa una medida de area.

La investigacion que sirve de base a esta obra aporta un referente empirico
especialmente util: los procedimientos observados en la tesis —conteo, completar,
descomponer, recomponer y cambiar de unidad— pueden leerse como momentos de
una progresion conceptual. Este dato no se utiliza aqui como ilustracion anecdotica,
sino como evidencia situada de los problemas conceptuales que aparecen cuando el
estudiante debe actuar sin una formula inmediatamente disponible. La riqueza del caso
reside en que registra procedimientos, conversaciones y cambios de estrategia, por lo
que permite reconstruir el razonamiento y no solo clasificar respuestas como correctas o
incorrectas. La lectura editorial del estudio preserva esta evidencia, pero la inserta en un
marco cientifico mas amplio para evitar que la interpretacion quede restringida a las
condiciones particulares del aula observada (Castillo Pérez, 2015).

La literatura especializada amplia esta lectura al sefialar que las trayectorias de
aprendizaje describen niveles de razonamiento y ofrecen hipotesis sobre tareas que
pueden hacer avanzar al estudiante. En consecuencia, la comprension del area puede
describirse como una red de coordinaciones entre atributos geométricos, unidades,
representaciones y operaciones. Cuando una de estas coordinaciones falta, el estudiante
puede producir una respuesta numérica plausible sin controlar el significado de la
magnitud. Por ello, la ensefianza conceptual no se opone a la eficiencia procedimental;
su finalidad es que la eficiencia se apoye en estructuras que puedan recuperarse,
explicarse y transferirse. (Clements y Sarama (2014); Battista (2004); Harris et al.
(2022)) coincide en que la calidad del conocimiento se hace visible cuando el alumno
puede cambiar de representacion o de estrategia sin perder el control sobre la relacion
matematica central.

Un mecanismo particularmente relevante es que la férmula base por altura
adquiere significado cuando el alumno interpreta una dimensién como cantidad de

unidades en una fila y la otra como cantidad de filas. Esta idea permite transformar la
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tarea didactica: ya no se trata solo de pedir un nimero, sino de disefiar condiciones para
que determinadas relaciones sean necesarias. El estudiante debe decidir qué conservar,
qué transformar y qué informacién resulta pertinente. Las tareas con variaciones
controladas pueden provocar una ruptura de estrategias fragiles y favorecer otras mas
generales. Esa reorganizacion constituye una sefial de aprendizaje méas potente que la
repeticion exitosa de un mismo tipo de ejercicio, porque muestra que el conocimiento
empieza a funcionar como herramienta para anticipar y justificar acciones matematicas.
Desde el punto de vista del disefio de ensefianza, el paso al calculo simbdlico
debe conservar vinculos con representaciones espaciales para que la eficiencia no
sustituya la comprension. La consigna, los materiales y las representaciones deben
sostener la actividad intelectual sin sustituirla. Una tarea demasiado guiada convierte el
procedimiento en obediencia; una tarea demasiado abierta puede dispersar la atencion y
ocultar el objeto matematico. El equilibrio consiste en restringir suficientemente el
medio para que las estrategias relevantes tengan consecuencias observables y, al mismo
tiempo, conservar un espacio de decision para el estudiante. En esta ldgica, la
intervencion docente se orienta a pedir razones, comparar procedimientos y devolver
preguntas que obliguen a revisar la coherencia de las soluciones, antes que a indicar el

algoritmo esperado.

Figura 2. Trayectoria conceptual del area

Trayectoria conceptual del area

(-~ I ) | Estructurar Generalizar
) | unidades formulas

Elaboracion propia a partir de los marcos tedricos y relaciones desarrollados en este libro.
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La figura sintetiza relaciones que en el texto se analizan de manera separada. Su
lectura debe hacerse de forma funcional: las flechas representan dependencias o
transiciones didacticas, no una secuencia psicoldgica rigida. El valor del esquema
consiste en ayudar a identificar qué componentes deben coordinarse cuando se disefia 0
interpreta una situacion de aprendizaje del area.

Conviene introducir una cautela: la evaluacién basada en progresiones permite
localizar el tipo de coordinacion que falta y disefiar retroalimentacion especifica. Esta
precision evita convertir recursos, teorias o procedimientos en recetas universales. Una
cuadricula, un manipulativo, una formula o un software no poseen eficacia didactica por
si mismos; su funcion depende de la relacion que la tarea establezca entre el recurso y el
conocimiento. Incluso una estrategia matematicamente valida puede convertirse en
obstaculo si se aplica de manera rigida fuera de las condiciones que justifican su uso. El
analisis didactico debe, por tanto, atender a la estructura del problema, a los
conocimientos previos y a las decisiones que el medio hace posibles o necesarias.

Una consecuencia para el aprendizaje es que las respuestas parciales deben
leerse como configuraciones de conocimiento, no como simples fallas. Un estudiante
puede reconocer una unidad de &rea y, sin embargo, no estructurarla en filas y
columnas; puede descomponer una figura correctamente y recomponer mal sus areas; o
puede calcular una medida con precision sin distinguir la magnitud del numero. Esta
granularidad explica por qué una evaluacion basada solo en aciertos pierde informacion
crucial. Los niveles de razonamiento y las trayectorias de aprendizaje permiten describir
qué relaciones estan disponibles y cudles requieren nuevas experiencias, especialmente
cuando se combinan observaciones, producciones graficas y explicaciones verbales
(Clements y Sarama (2014); Battista (2004); Harris et al. (2022)).

El lenguaje cumple aqui una funcion epistemoldgica. Expresiones como
superficie, area, medida, unidad, cuadrado, lado o perimetro no son intercambiables,
aunque en la conversacion cotidiana puedan mezclarse. La precision verbal ayuda a
estabilizar distinciones que después sostienen la simbolizacion. Sin embargo, la
correccion terminoldgica no debe preceder mecanicamente a la comprension: puede
emerger de la necesidad de comunicar diferencias entre procedimientos y resultados. La
institucionalizacion docente tiene sentido cuando nombra relaciones que los estudiantes
ya han encontrado 0 que necesitan reorganizar, conectando producciones personales con

una forma matematica compartida y culturalmente estable.
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El contraste entre representaciones es otra herramienta de profundizacion. Una
misma relacion puede expresarse mediante recortes, una cuadricula, una tabla de
medidas, un diagrama, una expresion multiplicativa o una construccion dindmica.
Cuando el estudiante puede explicar como se conserva el significado al pasar de una
representacion a otra, aumenta la probabilidad de que el conocimiento sea flexible.
Cuando solo domina una representacion, la aparente comprension puede depender de
sefiales perceptivas especificas. Por ello, resulta valioso retirar gradualmente apoyos
visibles, introducir unidades no convencionales y plantear figuras cuya orientacion o
complejidad impida reconocer de inmediato una férmula conocida.

La dimension espacial merece atencion explicita. La medicion de area exige
concebir unidades bidimensionales que recubren una regién, coordinar partes y
totalidad, y anticipar transformaciones que no alteran la cantidad de superficie. Estas
operaciones implican visualizacion, pero no se reducen a una habilidad perceptiva
aislada. La visualizacion se vuelve matematica cuando se articula con propiedades,
relaciones de equivalencia y argumentos. La evidencia contemporanea sobre habilidades
espaciales y rendimiento matematico permite entender por qué tareas de rotacion,
particion, estructuracion y recomposicién pueden contribuir a aprendizajes mas
generales, siempre que se integren al contenido y no se trabajen como ejercicios
desconectados (Clements y Sarama (2014); Battista (2004); Harris et al. (2022)).

La evaluacion formativa ofrece un marco operativo para convertir estas
observaciones en decisiones de ensefianza. La pregunta clave no es solo si el estudiante
lleg6é a un resultado, sino qué unidad imagind, cdmo organiz6 el recubrimiento, qué
relacién utilizd, cédmo verificO su estrategia y si puede sostenerla en una tarea
modificada. La retroalimentacion atil se dirige a una relacion matematica concreta y
abre una nueva oportunidad de accion. De este modo, evaluar y ensefiar dejan de ser
momentos separados: la evidencia recogida durante la actividad permite ajustar el
medio, seleccionar una variante de la tarea o decidir qué conocimiento necesita ser
institucionalizado (Clements y Sarama (2014); Battista (2004); Harris et al. (2022)).

En términos curriculares, este enfoque exige continuidad. Las nociones de
comparacion, conservacion, unidad e iteracion deberian reaparecer con creciente
complejidad a lo largo de la primaria, en lugar de quedar encapsuladas en una unidad
tematica breve. Cada retorno puede incorporar nuevas restricciones: unidades

convencionales, medidas fraccionarias, figuras compuestas, datos incompletos,
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problemas inversos o necesidad de justificar generalizaciones. Una progresion de este
tipo conecta la intuicion geométrica con el razonamiento multiplicativo y prepara
aprendizajes posteriores de proporcionalidad, semejanza, superficie y modelizacion.

La diversidad de estudiantes obliga a evitar una Unica via de acceso. Algunos
alumnos se benefician de manipular y superponer; otros de dibujar, verbalizar o usar
una representacion dindmica. Ofrecer maltiples representaciones no significa reducir la
exigencia matemaética, sino permitir que la relacion central sea accesible desde
diferentes sistemas semioticos. El criterio de calidad es que todas las vias converjan en
una explicacion controlable: qué se conserva, qué cambia, por qué la unidad elegida es
pertinente y cobmo se puede verificar la medida. Este enfoque resulta compatible con una
ensefianza inclusiva centrada en el razonamiento.

Para el profesorado, la implicacion mas exigente es anticipar estrategias sin
fijarlas. Disefiar una buena situacién supone imaginar procedimientos plausibles, errores
productivos, valores de variables que provogquen cambios y preguntas que permitan
sostener la autonomia. La planificacion se convierte asi en una hipétesis sobre el
funcionamiento del conocimiento en un medio. Durante la clase, esa hipotesis debe
confrontarse con las producciones reales y revisarse cuando las respuestas muestran
relaciones distintas de las previstas. Esta l6gica aproxima la préctica docente a una
investigacion sistematica de la ensefianza.

La expansion cientifica realizada en este libro también permite situar el caso en
una escala adecuada. Las evidencias microdidacticas ofrecen profundidad interpretativa,
mientras que revisiones sistematicas y metaanalisis aportan panoramas mas amplios
sobre patrones, relaciones y efectos. Ninguno de estos niveles sustituye al otro. El caso
explica como puede organizarse una estrategia dentro de una situacién concreta; la
evidencia acumulada ayuda a estimar si el problema observado es recurrente y qué
enfoques han mostrado resultados consistentes. Su integracion fortalece la discusion sin
atribuir al pequefio estudio original alcances que no posee.

Como sintesis, el disefio de experiencias debe combinar comparacion, medicion,
transformacion y argumentacion, con variaciones que permitan observar si el estudiante
conserva el significado al cambiar de unidad, figura o representacion. Esta formulacion
conecta el analisis conceptual con una decisién educativa verificable y prepara el paso
hacia el siguiente problema del capitulo. La ensefianza del area como magnitud adquiere

coherencia cuando las tareas, los recursos, las interacciones y la evaluacion apuntan a
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las mismas relaciones matematicas. El objetivo no es prolongar indefinidamente
experiencias manipulativas ni retrasar el simbolismo, sino asegurar que la economia de
la férmula sea el punto de llegada de una estructura comprensible y que, una vez
introducida, pueda volver a justificarse desde unidades, transformaciones y relaciones
espaciales.

Desde una perspectiva epistemoldgica, una trayectoria que avanza desde
comparaciones cualitativas y recubrimientos hacia unidades compuestas, arreglos
rectangulares y formulas con significado también permite comprender que los conceptos
escolares son el resultado de una organizacion progresiva de experiencias y relaciones.
La historia de la medicion muestra que cuantificar una superficie supone estabilizar
unidades, operaciones de composicion y criterios de equivalencia; la ensefianza
reproduce parcialmente ese desafio a escala cognitiva. Por eso, saltar directamente a una
notacion eficiente puede ocultar los problemas que la propia matematica tuvo que
resolver: qué cuenta como la misma cantidad de superficie, como se comparan regiones
no superponibles y de qué manera una unidad puede iterarse de forma coherente.
(Clements y Sarama (2014); Battista (2004); Harris et al. (2022)) proporciona
antecedentes para disefiar tareas donde esas relaciones se conviertan en objeto de
reflexion y no permanezcan como supuestos invisibles detrds de un algoritmo.

Una forma de operacionalizar este enfoque consiste en construir secuencias de
tareas que mantengan estable el conocimiento central y modifiquen una condicién a la
vez. A partir de el paso al célculo simbodlico debe conservar vinculos con
representaciones espaciales para que la eficiencia no sustituya la comprensién, puede
variarse la forma sin cambiar el area, cambiar la unidad manteniendo la region, retirar
gradualmente la cuadricula o pedir que una estrategia sea explicada con una
representacion distinta. La comparacion entre soluciones se vuelve entonces parte del
contenido: obliga a identificar qué informacion es matematica y cual pertenece solo al
dibujo o al material. Esta logica favorece que el estudiante formule conjeturas,
encuentre contraejemplos y desarrolle criterios para elegir procedimientos, en lugar de
asociar cada apariencia visual con una regla aislada. La variacion controlada es, ademas,
un recurso potente para el docente porque hace observable la estabilidad o fragilidad de
la comprension.

En términos de investigacion educativa, la evaluacion basada en progresiones

permite localizar el tipo de coordinacion que falta y disefiar retroalimentacion especifica
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plantea una exigencia metodoldgica: separar cuidadosamente desempefio inmediato,
comprension conceptual y transferencia. Una secuencia puede mejorar la ejecucion
durante la sesion porque ofrece apoyos visibles, sin que ello implique que el estudiante
haya internalizado la estructura necesaria para resolver una tarea distante. Por eso son
relevantes las pruebas diferidas, las representaciones novedosas y la solicitud de
justificaciones. La tesis de origen ya ofrece una sefial en esa direccion al incluir una
segunda actividad una semana después; la literatura contemporanea sobre progresiones
y evaluacion formativa permite ampliar ese criterio y proponer seguimientos mas
extensos. De este modo, el disefio de ensefianza y el disefio de investigacion convergen
en una misma pregunta: qué evidencia permite afirmar que el conocimiento funciona
mas all& de la situacion en la que fue construido (Clements y Sarama (2014); Battista
(2004); Harris et al. (2022)).

En suma, este apartado refuerza una idea transversal del libro: comprender area
supone coordinar relaciones geométricas, métricas y representacionales y poder
justificar su funcionamiento cuando cambian las condiciones de la tarea. Esta
coordinacion prepara el terreno para el siguiente apartado, donde el anélisis desplaza el

énfasis hacia una dimensién complementaria del mismo problema.

2.5 FIGURAS COMPUESTAS, DESCOMPOSICION Y
RECOMPOSICION

El ndcleo de este apartado es la medicidn de figuras compuestas como escenario
privilegiado para conectar estructura geométrica, aditividad y flexibilidad estratégica.
Este desplazamiento conceptual resulta decisivo porque el &rea no se aprende de manera
solida cuando se presenta Ginicamente como una operacion aritmética asociada a ciertas
figuras. La matematica escolar necesita construir un puente entre experiencias de
comparacion y transformacion, representaciones geomeétricas y cuantificacion. Desde
esta perspectiva, el aprendizaje se entiende como una reorganizacion progresiva de
relaciones: que se mide, con qué unidad se compara, qué transformaciones conservan la
magnitud y como se justifican los resultados. (Lehmann (2023); Zacharos (2006); King
et al. (2023)) ofrece un marco convergente para interpretar este transito y para
diferenciar el conocimiento que permite ejecutar un célculo del conocimiento que
permite explicar por qué ese calculo representa una medida de area.

La investigacion que sirve de base a esta obra aporta un referente empirico

especialmente util: la tesis encontro que las estudiantes podian transformar figuras no
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familiares en configuraciones conocidas y que esta estrategia fue especialmente visible
en varios poligonos complejos. Este dato no se utiliza aqui como ilustracion anecddtica,
sino como evidencia situada de los problemas conceptuales que aparecen cuando el
estudiante debe actuar sin una formula inmediatamente disponible. La riqueza del caso
reside en que registra procedimientos, conversaciones y cambios de estrategia, por lo
que permite reconstruir el razonamiento y no solo clasificar respuestas como correctas o
incorrectas. La lectura editorial del estudio preserva esta evidencia, pero la inserta en un
marco cientifico mas amplio para evitar que la interpretacion quede restringida a las
condiciones particulares del aula observada (Castillo Pérez, 2015).

La literatura especializada amplia esta lectura al sefialar que investigaciones
recientes muestran que la competencia no consiste solo en conocer formulas de partes,
sino en elegir una descomposicion eficiente y recomponer correctamente las areas. En
consecuencia, la comprension del area puede describirse como una red de
coordinaciones entre atributos geométricos, unidades, representaciones y operaciones.
Cuando una de estas coordinaciones falta, el estudiante puede producir una respuesta
numérica plausible sin controlar el significado de la magnitud. Por ello, la ensefianza
conceptual no se opone a la eficiencia procedimental; su finalidad es que la eficiencia se
apoye en estructuras que puedan recuperarse, explicarse y transferirse. (Lehmann
(2023); Zacharos (2006); King et al. (2023)) coincide en que la calidad del
conocimiento se hace visible cuando el alumno puede cambiar de representacion o de
estrategia sin perder el control sobre la relacion matematica central.

Un mecanismo particularmente relevante es que las configuraciones no
convencionales obligan a diferenciar informacién relevante, crear lineas auxiliares y
verificar que las partes cubran exactamente la region original. Esta idea permite
transformar la tarea didactica: ya no se trata solo de pedir un nimero, sino de disefiar
condiciones para que determinadas relaciones sean necesarias. El estudiante debe
decidir qué conservar, qué transformar y qué informacion resulta pertinente. Las tareas
con variaciones controladas pueden provocar una ruptura de estrategias fragiles y
favorecer otras mas generales. Esa reorganizacion constituye una sefial de aprendizaje
mas potente que la repeticion exitosa de un mismo tipo de ejercicio, porque muestra que
el conocimiento empieza a funcionar como herramienta para anticipar y justificar

acciones matematicas.
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Desde el punto de vista del disefio de ensefianza, comparar dos
descomposiciones de una misma figura hace visible que la estrategia puede cambiar sin
cambiar el area total. La consigna, los materiales y las representaciones deben sostener
la actividad intelectual sin sustituirla. Una tarea demasiado guiada convierte el
procedimiento en obediencia; una tarea demasiado abierta puede dispersar la atencion y
ocultar el objeto matematico. El equilibrio consiste en restringir suficientemente el
medio para que las estrategias relevantes tengan consecuencias observables y, al mismo
tiempo, conservar un espacio de decision para el estudiante. En esta l6gica, la
intervencion docente se orienta a pedir razones, comparar procedimientos y devolver
preguntas que obliguen a revisar la coherencia de las soluciones, antes que a indicar el
algoritmo esperado.

Conviene introducir una cautela: la ensefianza debe valorar la adaptabilidad de
las estrategias y la justificacion, no Unicamente la rapidez del célculo. Esta precision
evita convertir recursos, teorias o procedimientos en recetas universales. Una
cuadricula, un manipulativo, una formula o un software no poseen eficacia didactica por
si mismos; su funcion depende de la relacidn que la tarea establezca entre el recurso y el
conocimiento. Incluso una estrategia matematicamente valida puede convertirse en
obstéculo si se aplica de manera rigida fuera de las condiciones que justifican su uso. El
andlisis didactico debe, por tanto, atender a la estructura del problema, a los
conocimientos previos y a las decisiones que el medio hace posibles o necesarias.

Una consecuencia para el aprendizaje es que las respuestas parciales deben
leerse como configuraciones de conocimiento, no como simples fallas. Un estudiante
puede reconocer una unidad de area y, sin embargo, no estructurarla en filas y
columnas; puede descomponer una figura correctamente y recomponer mal sus areas; o
puede calcular una medida con precision sin distinguir la magnitud del nimero. Esta
granularidad explica por qué una evaluacion basada solo en aciertos pierde informacion
crucial. Los niveles de razonamiento y las trayectorias de aprendizaje permiten describir
qué relaciones estan disponibles y cudles requieren nuevas experiencias, especialmente
cuando se combinan observaciones, producciones graficas y explicaciones verbales
(Lehmann (2023); Zacharos (2006); King et al. (2023)).

El lenguaje cumple aqui una funcion epistemoldgica. Expresiones como
superficie, area, medida, unidad, cuadrado, lado o perimetro no son intercambiables,

aunque en la conversacion cotidiana puedan mezclarse. La precision verbal ayuda a
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estabilizar distinciones que después sostienen la simbolizacion. Sin embargo, la
correccion terminoldgica no debe preceder mecanicamente a la comprension: puede
emerger de la necesidad de comunicar diferencias entre procedimientos y resultados. La
institucionalizacion docente tiene sentido cuando nombra relaciones que los estudiantes
ya han encontrado o que necesitan reorganizar, conectando producciones personales con
una forma matematica compartida y culturalmente estable.

El contraste entre representaciones es otra herramienta de profundizacion. Una
misma relacion puede expresarse mediante recortes, una cuadricula, una tabla de
medidas, un diagrama, una expresion multiplicativa o una construccion dindmica.
Cuando el estudiante puede explicar como se conserva el significado al pasar de una
representacion a otra, aumenta la probabilidad de que el conocimiento sea flexible.
Cuando solo domina una representacion, la aparente comprension puede depender de
sefiales perceptivas especificas. Por ello, resulta valioso retirar gradualmente apoyos
visibles, introducir unidades no convencionales y plantear figuras cuya orientacion o
complejidad impida reconocer de inmediato una formula conocida.

La Tabla 8 organiza los elementos centrales de esta discusion en un formato
comparativo. Su funcion es hacer visibles relaciones que suelen aparecer dispersas en la
literatura o en las producciones de aula y facilitar su uso en analisis didactico y

planificacion.

Tabla 8. Estrategias para figuras compuestas

Estrategia Accion Condicidn de validez Riesgo
Descomposicién Separar en figuras Partes sin solapamiento | Omitir o duplicar
aditiva conocidas y sumar cubren la figura regiones

o Encerrar y restar El contenedor esta bien | Sumar en lugar de
Complementacion S
excedentes definido restar
. Mover partes para Transformacion Modificar escala o
Recomposicion . . .
obtener figura conocida | conserva érea perder partes
. Contar unidades Unidad estable y Contar bordes o
Cuadricula . .
completas y fracciones | cobertura correcta cuadricula deformada
. . Usar dimensiones de Las dimensiones Aplicar formula por
Foérmula derivada - . S
partes pertinentes representan la figura apariencia

Elaboracion propia a partir de Lehmann (2023), Zacharos (2006) y Castillo Pérez (2015).
La lectura de la Tabla 8 confirma que una misma tarea de area puede activar

conocimientos distintos segln la unidad, la representacion, la figura y la exigencia de
justificacién. Por ello, el disefio no deberia evaluar Unicamente la exactitud final, sino
también la relacion matematica que sostiene el procedimiento y su estabilidad ante una

variacion controlada.
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La dimension espacial merece atencion explicita. La medicion de area exige
concebir unidades bidimensionales que recubren una regién, coordinar partes y
totalidad, y anticipar transformaciones que no alteran la cantidad de superficie. Estas
operaciones implican visualizacion, pero no se reducen a una habilidad perceptiva
aislada. La visualizacion se vuelve matematica cuando se articula con propiedades,
relaciones de equivalencia y argumentos. La evidencia contemporanea sobre habilidades
espaciales y rendimiento matematico permite entender por qué tareas de rotacion,
particion, estructuracién y recomposicion pueden contribuir a aprendizajes mas
generales, siempre que se integren al contenido y no se trabajen como ejercicios
desconectados (Lehmann (2023); Zacharos (2006); King et al. (2023)).

La evaluacion formativa ofrece un marco operativo para convertir estas
observaciones en decisiones de ensefianza. La pregunta clave no es solo si el estudiante
llegd a un resultado, sino qué unidad imagind, cdmo organizo el recubrimiento, qué
relacion utiliz6, como verificd su estrategia y si puede sostenerla en una tarea
modificada. La retroalimentacion Util se dirige a una relacion matematica concreta y
abre una nueva oportunidad de accion. De este modo, evaluar y ensefiar dejan de ser
momentos separados: la evidencia recogida durante la actividad permite ajustar el
medio, seleccionar una variante de la tarea o decidir qué conocimiento necesita ser
institucionalizado (Lehmann (2023); Zacharos (2006); King et al. (2023)).

En términos curriculares, este enfoque exige continuidad. Las nociones de
comparacion, conservacion, unidad e iteracion deberian reaparecer con creciente
complejidad a lo largo de la primaria, en lugar de quedar encapsuladas en una unidad
tematica breve. Cada retorno puede incorporar nuevas restricciones: unidades
convencionales, medidas fraccionarias, figuras compuestas, datos incompletos,
problemas inversos o necesidad de justificar generalizaciones. Una progresion de este
tipo conecta la intuicion geométrica con el razonamiento multiplicativo y prepara
aprendizajes posteriores de proporcionalidad, semejanza, superficie y modelizacion.

La diversidad de estudiantes obliga a evitar una Unica via de acceso. Algunos
alumnos se benefician de manipular y superponer; otros de dibujar, verbalizar o usar
una representacion dinamica. Ofrecer multiples representaciones no significa reducir la
exigencia matematica, sino permitir que la relacién central sea accesible desde
diferentes sistemas semioticos. El criterio de calidad es que todas las vias converjan en

una explicacion controlable: qué se conserva, qué cambia, por qué la unidad elegida es
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pertinente y como se puede verificar la medida. Este enfoque resulta compatible con una
ensefianza inclusiva centrada en el razonamiento.

Para el profesorado, la implicacidbn mas exigente es anticipar estrategias sin
fijarlas. Disefiar una buena situacion supone imaginar procedimientos plausibles, errores
productivos, valores de variables que provoquen cambios y preguntas que permitan
sostener la autonomia. La planificacion se convierte asi en una hipdtesis sobre el
funcionamiento del conocimiento en un medio. Durante la clase, esa hipotesis debe
confrontarse con las producciones reales y revisarse cuando las respuestas muestran
relaciones distintas de las previstas. Esta logica aproxima la practica docente a una
investigacion sistematica de la ensefianza.

La expansion cientifica realizada en este libro también permite situar el caso en
una escala adecuada. Las evidencias microdidacticas ofrecen profundidad interpretativa,
mientras que revisiones sistematicas y metaanalisis aportan panoramas mas amplios
sobre patrones, relaciones y efectos. Ninguno de estos niveles sustituye al otro. El caso
explica como puede organizarse una estrategia dentro de una situacién concreta; la
evidencia acumulada ayuda a estimar si el problema observado es recurrente y qué
enfoques han mostrado resultados consistentes. Su integracion fortalece la discusion sin
atribuir al pequefo estudio original alcances que no posee.

Como sintesis, el disefio de experiencias debe combinar comparacion, medicion,
transformacion y argumentacion, con variaciones que permitan observar si el estudiante
conserva el significado al cambiar de unidad, figura o representacién. Esta formulacion
conecta el analisis conceptual con una decision educativa verificable y prepara el paso
hacia el siguiente problema del capitulo. La ensefianza del area como magnitud adquiere
coherencia cuando las tareas, los recursos, las interacciones y la evaluacion apuntan a
las mismas relaciones matemaéticas. El objetivo no es prolongar indefinidamente
experiencias manipulativas ni retrasar el simbolismo, sino asegurar que la economia de
la formula sea el punto de llegada de una estructura comprensible y que, una vez
introducida, pueda volver a justificarse desde unidades, transformaciones y relaciones
espaciales.

Desde una perspectiva epistemoldgica, la medicion de figuras compuestas como
escenario privilegiado para conectar estructura geométrica, aditividad y flexibilidad
estratégica también permite comprender que los conceptos escolares son el resultado de

una organizacion progresiva de experiencias y relaciones. La historia de la medicion
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muestra que cuantificar una superficie supone estabilizar unidades, operaciones de
composicion y criterios de equivalencia; la ensefianza reproduce parcialmente ese
desafio a escala cognitiva. Por eso, saltar directamente a una notacion eficiente puede
ocultar los problemas que la propia matemética tuvo que resolver: qué cuenta como la
misma cantidad de superficie, cOmo se comparan regiones no superponibles y de qué
manera una unidad puede iterarse de forma coherente. (Lehmann (2023); Zacharos
(2006); King et al. (2023)) proporciona antecedentes para disefiar tareas donde esas
relaciones se conviertan en objeto de reflexion y no permanezcan como supuestos
invisibles detras de un algoritmo.

Una forma de operacionalizar este enfoque consiste en construir secuencias de
tareas que mantengan estable el conocimiento central y modifiquen una condicion a la
vez. A partir de comparar dos descomposiciones de una misma figura hace visible que
la estrategia puede cambiar sin cambiar el area total, puede variarse la forma sin
cambiar el &rea, cambiar la unidad manteniendo la region, retirar gradualmente la
cuadricula o pedir que una estrategia sea explicada con una representacion distinta. La
comparacion entre soluciones se vuelve entonces parte del contenido: obliga a
identificar qué informacion es matematica y cual pertenece solo al dibujo o al material.
Esta logica favorece que el estudiante formule conjeturas, encuentre contragjemplos y
desarrolle criterios para elegir procedimientos, en lugar de asociar cada apariencia
visual con una regla aislada. La variacion controlada es, ademas, un recurso potente
para el docente porque hace observable la estabilidad o fragilidad de la comprension.

En términos de investigacion educativa, la ensefianza debe valorar la
adaptabilidad de las estrategias y la justificacion, no Gnicamente la rapidez del calculo
plantea una exigencia metodoldgica: separar cuidadosamente desempefio inmediato,
comprension conceptual y transferencia. Una secuencia puede mejorar la ejecucion
durante la sesion porque ofrece apoyos visibles, sin que ello implique que el estudiante
haya internalizado la estructura necesaria para resolver una tarea distante. Por eso son
relevantes las pruebas diferidas, las representaciones novedosas y la solicitud de
justificaciones. La tesis de origen ya ofrece una sefial en esa direccion al incluir una
segunda actividad una semana después; la literatura contemporanea sobre progresiones
y evaluacion formativa permite ampliar ese criterio y proponer seguimientos mas
extensos. De este modo, el disefio de ensefianza y el disefio de investigacidén convergen

en una misma pregunta: qué evidencia permite afirmar que el conocimiento funciona
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mas alla de la situacién en la que fue construido (Lehmann (2023); Zacharos (2006);
King et al. (2023)).

En suma, este apartado refuerza una idea transversal del libro: comprender area
supone coordinar relaciones geométricas, métricas y representacionales y poder
justificar su funcionamiento cuando cambian las condiciones de la tarea. Esta
coordinacion prepara el terreno para el siguiente apartado, donde el analisis desplaza el
énfasis hacia una dimension complementaria del mismo problema.

El recorrido del capitulo permite integrar sus apartados como un argumento
unico: el aprendizaje del area no depende de una técnica aislada, sino de la construccién
progresiva de invariantes, unidades y estrategias que se ponen a prueba en situaciones
diversas. Los marcos tedricos, la evidencia reciente y el caso de origen convergen en la
necesidad de disefiar experiencias que hagan visible el pensamiento y que permitan
pasar de acciones concretas a representaciones y generalizaciones con significado. El
capitulo siguiente retoma esta conclusion y la proyecta hacia un nuevo nivel de analisis,
manteniendo como criterio la trazabilidad entre evidencia, interpretacion y propuesta

didactica.
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CAPITULO I

El tercer capitulo aborda el disefio de condiciones para aprender. La Teoria de
Situaciones Didéacticas y la Ingenieria Didactica ofrecen herramientas para pensar el
problema, el medio, la autonomia del estudiante, las variables de la tarea y la
intervencion docente como componentes de un sistema. Lejos de presentar la teoria
como un catalogo de términos, el capitulo la utiliza para interpretar decisiones
concretas: cuando una cuadricula funciona como medio, qué significa devolver un
problema al estudiante, cdmo se organiza la validacion y por qué el analisis a priori
necesita confrontarse con producciones reales. Esta perspectiva prepara la lectura

metodoldgica del caso que aparecerd mas adelante.

3.1 SITUACIONES DIDACTICAS, MEDIO Y DEVOLUCION

El nlcleo de este apartado es la concepcién del aprendizaje matematico como
adaptacion a un medio cuidadosamente disefiado que devuelve informacion al
estudiante sin revelar de inmediato la respuesta. Este desplazamiento conceptual resulta
decisivo porque el area no se aprende de manera solida cuando se presenta Unicamente
como una operacion aritmética asociada a ciertas figuras. La matematica escolar
necesita construir un puente entre experiencias de comparacion y transformacion,
representaciones geomeétricas y cuantificacion. Desde esta perspectiva, el aprendizaje se
entiende como una reorganizacion progresiva de relaciones: qué se mide, con qué
unidad se compara, qué transformaciones conservan la magnitud y como se justifican
los resultados. (Brousseau (2007); Perrin-Glorian (2009); Artigue et al. (1995)) ofrece
un marco convergente para interpretar este transito y para diferenciar el conocimiento
que permite ejecutar un calculo del conocimiento que permite explicar por que ese

calculo representa una medida de area.
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La investigacion que sirve de base a esta obra aporta un referente empirico
especialmente atil: la tesis se apoya en la Teoria de Situaciones Didacticas para
organizar materiales, consignas, interacciones y variables que hagan necesaria la nocién
de area como magnitud. Este dato no se utiliza aqui como ilustracion anecdética, sino
como evidencia situada de los problemas conceptuales que aparecen cuando el
estudiante debe actuar sin una formula inmediatamente disponible. La riqueza del caso
reside en que registra procedimientos, conversaciones y cambios de estrategia, por lo
que permite reconstruir el razonamiento y no solo clasificar respuestas como correctas o
incorrectas. La lectura editorial del estudio preserva esta evidencia, pero la inserta en un
marco cientifico mas amplio para evitar que la interpretacién quede restringida a las
condiciones particulares del aula observada (Castillo Pérez, 2015).

La literatura especializada amplia esta lectura al sefialar que el medio incluye
objetos, representaciones, reglas de accion, compafieros y consecuencias matematicas
de las decisiones, no solo materiales fisicos. En consecuencia, la comprension del area
puede describirse como una red de coordinaciones entre atributos geométricos,
unidades, representaciones y operaciones. Cuando una de estas coordinaciones falta, el
estudiante puede producir una respuesta numérica plausible sin controlar el significado
de la magnitud. Por ello, la ensefianza conceptual no se opone a la eficiencia
procedimental; su finalidad es que la eficiencia se apoye en estructuras que puedan
recuperarse, explicarse y transferirse. (Brousseau (2007); Perrin-Glorian (2009); Artigue
et al. (1995)) coincide en que la calidad del conocimiento se hace visible cuando el
alumno puede cambiar de representacion o de estrategia sin perder el control sobre la
relacion matematica central.

Un mecanismo particularmente relevante es que la devolucion implica que el
estudiante asuma el problema como propio y acepte la responsabilidad de producir y
revisar estrategias. Esta idea permite transformar la tarea didactica: ya no se trata solo
de pedir un nimero, sino de disefiar condiciones para que determinadas relaciones sean
necesarias. El estudiante debe decidir qué conservar, qué transformar y qué informacion
resulta pertinente. Las tareas con variaciones controladas pueden provocar una ruptura
de estrategias fragiles y favorecer otras mas generales. Esa reorganizacion constituye
una sefial de aprendizaje mas potente que la repeticion exitosa de un mismo tipo de
ejercicio, porque muestra que el conocimiento empieza a funcionar como herramienta

para anticipar y justificar acciones matematicas.
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Desde el punto de vista del disefio de ensefianza, una situacion bien disefiada
debe permitir que el conocimiento emerja como herramienta funcional antes de ser
institucionalizado. La consigna, los materiales y las representaciones deben sostener la
actividad intelectual sin sustituirla. Una tarea demasiado guiada convierte el
procedimiento en obediencia; una tarea demasiado abierta puede dispersar la atencion y
ocultar el objeto matematico. El equilibrio consiste en restringir suficientemente el
medio para que las estrategias relevantes tengan consecuencias observables y, al mismo
tiempo, conservar un espacio de decision para el estudiante. En esta ldgica, la
intervencion docente se orienta a pedir razones, comparar procedimientos y devolver
preguntas que obliguen a revisar la coherencia de las soluciones, antes que a indicar el

algoritmo esperado.

Figura 3. Sistema didactico y medio

Sistema didactico y medio

disefia/devuelve

M
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Elaboracion propia a partir de los marcos tedricos y relaciones desarrollados en este libro.

La figura sintetiza relaciones que en el texto se analizan de manera separada. Su
lectura debe hacerse de forma funcional: las flechas representan dependencias o
transiciones didacticas, no una secuencia psicoldgica rigida. El valor del esquema
consiste en ayudar a identificar qué componentes deben coordinarse cuando se disefia 0
interpreta una situacion de aprendizaje del area.

Conviene introducir una cautela: el analisis del medio ayuda a distinguir entre
una ayuda productiva y una intervencion que reduce el problema a seguir indicaciones.

Esta precision evita convertir recursos, teorias o procedimientos en recetas universales.
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Una cuadricula, un manipulativo, una formula o un software no poseen eficacia
didactica por si mismos; su funcion depende de la relacion que la tarea establezca entre
el recurso y el conocimiento. Incluso una estrategia matematicamente vélida puede
convertirse en obstaculo si se aplica de manera rigida fuera de las condiciones que
justifican su uso. El andlisis didactico debe, por tanto, atender a la estructura del
problema, a los conocimientos previos y a las decisiones que el medio hace posibles o
necesarias.

Una consecuencia para el aprendizaje es que las respuestas parciales deben
leerse como configuraciones de conocimiento, no como simples fallas. Un estudiante
puede reconocer una unidad de &rea y, sin embargo, no estructurarla en filas y
columnas; puede descomponer una figura correctamente y recomponer mal sus areas; o
puede calcular una medida con precision sin distinguir la magnitud del numero. Esta
granularidad explica por qué una evaluacion basada solo en aciertos pierde informacion
crucial. Los niveles de razonamiento y las trayectorias de aprendizaje permiten describir
qué relaciones estan disponibles y cudles requieren nuevas experiencias, especialmente
cuando se combinan observaciones, producciones graficas y explicaciones verbales
(Brousseau (2007); Perrin-Glorian (2009); Artigue et al. (1995)).

El lenguaje cumple aqui una funcion epistemoldgica. Expresiones como
superficie, area, medida, unidad, cuadrado, lado o perimetro no son intercambiables,
aunque en la conversacion cotidiana puedan mezclarse. La precision verbal ayuda a
estabilizar distinciones que después sostienen la simbolizacion. Sin embargo, la
correccion terminoldgica no debe preceder mecanicamente a la comprension: puede
emerger de la necesidad de comunicar diferencias entre procedimientos y resultados. La
institucionalizacion docente tiene sentido cuando nombra relaciones que los estudiantes
ya han encontrado o que necesitan reorganizar, conectando producciones personales con
una forma matematica compartida y culturalmente estable.

El contraste entre representaciones es otra herramienta de profundizacién. Una
misma relacion puede expresarse mediante recortes, una cuadricula, una tabla de
medidas, un diagrama, una expresion multiplicativa o una construccion dindmica.
Cuando el estudiante puede explicar como se conserva el significado al pasar de una
representacion a otra, aumenta la probabilidad de que el conocimiento sea flexible.
Cuando solo domina una representacion, la aparente comprension puede depender de

sefiales perceptivas especificas. Por ello, resulta valioso retirar gradualmente apoyos
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visibles, introducir unidades no convencionales y plantear figuras cuya orientaciéon o
complejidad impida reconocer de inmediato una férmula conocida.

La Tabla 9 organiza los elementos centrales de esta discusion en un formato
comparativo. Su funcion es hacer visibles relaciones que suelen aparecer dispersas en la
literatura o en las producciones de aula y facilitar su uso en analisis didactico y
planificacion.

Tabla 9. Componentes del medio didactico para aprender area

Componente Funcién Ejemplo en el caso
Medir poligonos sin medidas
dadas

Problema Crear necesidad matematica

Permitir acciones y

Material . Recortes, cuadricula, unidades
retroacciones
Reglas Delimitar acciones posibles Trabajo por parejas,
socializacion
Pares Producir contraste y Discusion AL-A2 y B1-B2
formulacion
Docente Devolver e institucionalizar Preguntas, relectura,

formalizacion

Elaboracion propia a partir de Brousseau (2007) y Castillo Pérez (2015).

La lectura de la Tabla 9 confirma que una misma tarea de area puede activar
conocimientos distintos segun la unidad, la representacién, la figura y la exigencia de
justificacion. Por ello, el disefio no deberia evaluar Gnicamente la exactitud final, sino
también la relacion matematica que sostiene el procedimiento y su estabilidad ante una
variacion controlada.

La dimension espacial merece atencion explicita. La medicién de area exige
concebir unidades bidimensionales que recubren una regién, coordinar partes y
totalidad, y anticipar transformaciones que no alteran la cantidad de superficie. Estas
operaciones implican visualizacion, pero no se reducen a una habilidad perceptiva
aislada. La visualizacion se vuelve matematica cuando se articula con propiedades,
relaciones de equivalencia y argumentos. La evidencia contemporanea sobre habilidades
espaciales y rendimiento matematico permite entender por qué tareas de rotacion,
particion, estructuracion y recomposicion pueden contribuir a aprendizajes mas
generales, siempre que se integren al contenido y no se trabajen como ejercicios
desconectados (Brousseau (2007); Perrin-Glorian (2009); Artigue et al. (1995)).

La evaluacion formativa ofrece un marco operativo para convertir estas
observaciones en decisiones de ensefianza. La pregunta clave no es solo si el estudiante
llegd a un resultado, sino qué unidad imagind, cdmo organizo el recubrimiento, qué

relacién utiliz6, cédmo verificO su estrategia y si puede sostenerla en una tarea
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modificada. La retroalimentacion atil se dirige a una relacion matematica concreta y
abre una nueva oportunidad de accion. De este modo, evaluar y ensefiar dejan de ser
momentos separados: la evidencia recogida durante la actividad permite ajustar el
medio, seleccionar una variante de la tarea o decidir qué conocimiento necesita ser
institucionalizado (Brousseau (2007); Perrin-Glorian (2009); Artigue et al. (1995)).

En términos curriculares, este enfoque exige continuidad. Las nociones de
comparacion, conservacion, unidad e iteracion deberian reaparecer con creciente
complejidad a lo largo de la primaria, en lugar de quedar encapsuladas en una unidad
tematica breve. Cada retorno puede incorporar nuevas restricciones: unidades
convencionales, medidas fraccionarias, figuras compuestas, datos incompletos,
problemas inversos o necesidad de justificar generalizaciones. Una progresion de este
tipo conecta la intuicion geométrica con el razonamiento multiplicativo y prepara
aprendizajes posteriores de proporcionalidad, semejanza, superficie y modelizacion.

La diversidad de estudiantes obliga a evitar una Unica via de acceso. Algunos
alumnos se benefician de manipular y superponer; otros de dibujar, verbalizar o usar
una representacion dinamica. Ofrecer multiples representaciones no significa reducir la
exigencia matematica, sino permitir que la relacion central sea accesible desde
diferentes sistemas semioticos. El criterio de calidad es que todas las vias converjan en
una explicacion controlable: qué se conserva, qué cambia, por qué la unidad elegida es
pertinente y cdmo se puede verificar la medida. Este enfoque resulta compatible con una
ensefianza inclusiva centrada en el razonamiento.

Para el profesorado, la implicacion mas exigente es anticipar estrategias sin
fijarlas. Disefiar una buena situacion supone imaginar procedimientos plausibles, errores
productivos, valores de variables que provoquen cambios y preguntas que permitan
sostener la autonomia. La planificacion se convierte asi en una hipdtesis sobre el
funcionamiento del conocimiento en un medio. Durante la clase, esa hipotesis debe
confrontarse con las producciones reales y revisarse cuando las respuestas muestran
relaciones distintas de las previstas. Esta logica aproxima la practica docente a una
investigacion sistematica de la ensefianza.

La expansion cientifica realizada en este libro también permite situar el caso en
una escala adecuada. Las evidencias microdidacticas ofrecen profundidad interpretativa,
mientras que revisiones sistematicas y metaanalisis aportan panoramas mas amplios

sobre patrones, relaciones y efectos. Ninguno de estos niveles sustituye al otro. El caso

Veronica Milagros Castillo Perez 90



Construccion del concepto de area como magnitud
De la teoria de situaciones didacticas a las aulas de educacién primaria

explica como puede organizarse una estrategia dentro de una situacion concreta; la
evidencia acumulada ayuda a estimar si el problema observado es recurrente y qué
enfoques han mostrado resultados consistentes. Su integracion fortalece la discusion sin
atribuir al pequefio estudio original alcances que no posee.

Como sintesis, el disefio de experiencias debe combinar comparacion, medicion,
transformacion y argumentacion, con variaciones que permitan observar si el estudiante
conserva el significado al cambiar de unidad, figura o representacion. Esta formulacion
conecta el analisis conceptual con una decision educativa verificable y prepara el paso
hacia el siguiente problema del capitulo. La ensefianza del area como magnitud adquiere
coherencia cuando las tareas, los recursos, las interacciones y la evaluacion apuntan a
las mismas relaciones matematicas. El objetivo no es prolongar indefinidamente
experiencias manipulativas ni retrasar el simbolismo, sino asegurar que la economia de
la formula sea el punto de llegada de una estructura comprensible y que, una vez
introducida, pueda volver a justificarse desde unidades, transformaciones y relaciones
espaciales.

Desde wuna perspectiva epistemologica, la concepcion del aprendizaje
matematico como adaptacion a un medio cuidadosamente disefiado que devuelve
informacion al estudiante sin revelar de inmediato la respuesta también permite
comprender que los conceptos escolares son el resultado de una organizacién progresiva
de experiencias y relaciones. La historia de la medicion muestra que cuantificar una
superficie supone estabilizar unidades, operaciones de composicién y criterios de
equivalencia; la ensefianza reproduce parcialmente ese desafio a escala cognitiva. Por
eso, saltar directamente a una notacion eficiente puede ocultar los problemas que la
propia matematica tuvo que resolver: qué cuenta como la misma cantidad de superficie,
como se comparan regiones no superponibles y de qué manera una unidad puede
iterarse de forma coherente. (Brousseau (2007); Perrin-Glorian (2009); Artigue et al.
(1995)) proporciona antecedentes para disefiar tareas donde esas relaciones se
conviertan en objeto de reflexion y no permanezcan como supuestos invisibles detras de
un algoritmo.

Una forma de operacionalizar este enfoque consiste en construir secuencias de
tareas que mantengan estable el conocimiento central y modifiquen una condicién a la
vez. A partir de una situacion bien disefiada debe permitir que el conocimiento emerja

como herramienta funcional antes de ser institucionalizado, puede variarse la forma sin
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cambiar el area, cambiar la unidad manteniendo la region, retirar gradualmente la
cuadricula o pedir que una estrategia sea explicada con una representacion distinta. La
comparacion entre soluciones se vuelve entonces parte del contenido: obliga a
identificar qué informacion es matematica y cudl pertenece solo al dibujo o al material.
Esta logica favorece que el estudiante formule conjeturas, encuentre contraejemplos y
desarrolle criterios para elegir procedimientos, en lugar de asociar cada apariencia
visual con una regla aislada. La variacion controlada es, ademds, un recurso potente
para el docente porque hace observable la estabilidad o fragilidad de la comprension.

En términos de investigacion educativa, el andlisis del medio ayuda a distinguir
entre una ayuda productiva y una intervencién que reduce el problema a seguir
indicaciones plantea una exigencia metodoldgica: separar cuidadosamente desempefio
inmediato, comprension conceptual y transferencia. Una secuencia puede mejorar la
ejecucion durante la sesion porque ofrece apoyos visibles, sin que ello implique que el
estudiante haya internalizado la estructura necesaria para resolver una tarea distante. Por
eso son relevantes las pruebas diferidas, las representaciones novedosas Y la solicitud de
justificaciones. La tesis de origen ya ofrece una sefial en esa direccion al incluir una
segunda actividad una semana después; la literatura contemporanea sobre progresiones
y evaluacion formativa permite ampliar ese criterio y proponer seguimientos mas
extensos. De este modo, el disefio de ensefianza y el disefio de investigacion convergen
en una misma pregunta: qué evidencia permite afirmar que el conocimiento funciona
mas alla de la situaciéon en la que fue construido (Brousseau (2007); Perrin-Glorian
(2009); Artigue et al. (1995)).

En suma, este apartado refuerza una idea transversal del libro: comprender area
supone coordinar relaciones geométricas, métricas y representacionales y poder
justificar su funcionamiento cuando cambian las condiciones de la tarea. Esta
coordinacion prepara el terreno para el siguiente apartado, donde el anélisis desplaza el

énfasis hacia una dimension complementaria del mismo problema.

3.2 ACCION, FORMULACION, VALIDACION E
INSTITUCIONALIZACION

El nacleo de este apartado es las fases de la situacion como formas de actividad
matematica que articulan exploracién, comunicacion, prueba y estabilizacion cultural
del conocimiento. Este desplazamiento conceptual resulta decisivo porque el area no se

aprende de manera solida cuando se presenta Unicamente como una operacion
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aritmética asociada a ciertas figuras. La matematica escolar necesita construir un puente
entre experiencias de comparacion y transformacion, representaciones geometricas y
cuantificacion. Desde esta perspectiva, el aprendizaje se entiende como una
reorganizacion progresiva de relaciones: qué se mide, con qué unidad se compara, qué
transformaciones conservan la magnitud y como se justifican los resultados. (Brousseau
(1986, 2007); Perrin-Glorian (2009); Castillo Pérez (2015)) ofrece un marco
convergente para interpretar este transito y para diferenciar el conocimiento que permite
ejecutar un célculo del conocimiento que permite explicar por qué ese célculo
representa una medida de area.

La investigacion que sirve de base a esta obra aporta un referente empirico
especialmente Gtil: en el caso estudiado, las estudiantes actuaron sobre recortes y
cuadriculas, formularon procedimientos a sus compafieras y validaron algunas
estrategias al confrontar resultados. Este dato no se utiliza aqui como ilustracion
anecdotica, sino como evidencia situada de los problemas conceptuales que aparecen
cuando el estudiante debe actuar sin una formula inmediatamente disponible. La riqueza
del caso reside en que registra procedimientos, conversaciones y cambios de estrategia,
por lo que permite reconstruir el razonamiento y no solo clasificar respuestas como
correctas o incorrectas. La lectura editorial del estudio preserva esta evidencia, pero la
inserta en un marco cientifico mas amplio para evitar que la interpretacion quede
restringida a las condiciones particulares del aula observada (Castillo Pérez, 2015).

La literatura especializada amplia esta lectura al sefialar que la accion permite
producir estrategias implicitas; la formulacion obliga a representarlas y comunicarlas; la
validacién exige razones; la institucionalizacion conecta las producciones con el saber
matematico compartido. En consecuencia, la comprension del area puede describirse
como una red de coordinaciones entre atributos geomeétricos, unidades, representaciones
y operaciones. Cuando una de estas coordinaciones falta, el estudiante puede producir
una respuesta numeérica plausible sin controlar el significado de la magnitud. Por ello, la
ensefianza conceptual no se opone a la eficiencia procedimental; su finalidad es que la
eficiencia se apoye en estructuras que puedan recuperarse, explicarse y transferirse.
(Brousseau (1986, 2007); Perrin-Glorian (2009); Castillo Pérez (2015)) coincide en que
la calidad del conocimiento se hace visible cuando el alumno puede cambiar de

representacion o de estrategia sin perder el control sobre la relacién matematica central.
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Un mecanismo particularmente relevante es que las fases no deben interpretarse
como una secuencia rigida, pues los estudiantes pueden regresar a la accion cuando una
formulacidn resulta insuficiente. Esta idea permite transformar la tarea didactica: ya no
se trata solo de pedir un nimero, sino de disefiar condiciones para que determinadas
relaciones sean necesarias. El estudiante debe decidir qué conservar, qué transformar y
qué informacion resulta pertinente. Las tareas con variaciones controladas pueden
provocar una ruptura de estrategias fragiles y favorecer otras mas generales. Esa
reorganizacion constituye una sefial de aprendizaje mas potente que la repeticion exitosa
de un mismo tipo de ejercicio, porque muestra que el conocimiento empieza a funcionar
como herramienta para anticipar y justificar acciones matematicas.

Desde el punto de vista del disefio de ensefianza, el valor pedagdgico esta en
coordinar autonomia y formalizacion sin eliminar la incertidumbre matematica
necesaria para aprender. La consigna, los materiales y las representaciones deben
sostener la actividad intelectual sin sustituirla. Una tarea demasiado guiada convierte el
procedimiento en obediencia; una tarea demasiado abierta puede dispersar la atencion y
ocultar el objeto matematico. El equilibrio consiste en restringir suficientemente el
medio para que las estrategias relevantes tengan consecuencias observables y, al mismo
tiempo, conservar un espacio de decision para el estudiante. En esta l6gica, la
intervencion docente se orienta a pedir razones, comparar procedimientos y devolver
preguntas que obliguen a revisar la coherencia de las soluciones, antes que a indicar el

algoritmo esperado.
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Figura 4. Dindmica de las fases de una situacion

Dindmica de las fases de una situacion
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Elaboracion propia a partir de los marcos tedricos y relaciones desarrollados en este libro.

La figura sintetiza relaciones que en el texto se analizan de manera separada. Su
lectura debe hacerse de forma funcional: las flechas representan dependencias o
transiciones didacticas, no una secuencia psicoldgica rigida. El valor del esquema
consiste en ayudar a identificar qué componentes deben coordinarse cuando se disefia 0
interpreta una situacion de aprendizaje del area.

Conviene introducir una cautela: la evidencia del aula debe analizar qué
conocimiento se moviliza en cada transito y qué intervenciones docentes transforman su
funcién. Esta precision evita convertir recursos, teorias o procedimientos en recetas
universales. Una cuadricula, un manipulativo, una formula o un software no poseen
eficacia didactica por si mismos; su funcién depende de la relacién que la tarea
establezca entre el recurso y el conocimiento. Incluso una estrategia matematicamente
valida puede convertirse en obstaculo si se aplica de manera rigida fuera de las
condiciones que justifican su uso. El analisis didactico debe, por tanto, atender a la
estructura del problema, a los conocimientos previos y a las decisiones que el medio
hace posibles 0 necesarias.

Una consecuencia para el aprendizaje es que las respuestas parciales deben
leerse como configuraciones de conocimiento, no como simples fallas. Un estudiante
puede reconocer una unidad de area y, sin embargo, no estructurarla en filas y

columnas; puede descomponer una figura correctamente y recomponer mal sus areas; o

Veronica Milagros Castillo Perez 95



Construccion del concepto de area como magnitud
De la teoria de situaciones didacticas a las aulas de educacién primaria

puede calcular una medida con precision sin distinguir la magnitud del numero. Esta
granularidad explica por qué una evaluacion basada solo en aciertos pierde informacion
crucial. Los niveles de razonamiento y las trayectorias de aprendizaje permiten describir
qué relaciones estan disponibles y cudles requieren nuevas experiencias, especialmente
cuando se combinan observaciones, producciones graficas y explicaciones verbales
(Brousseau (1986, 2007); Perrin-Glorian (2009); Castillo Pérez (2015)).

El lenguaje cumple aqui una funcion epistemoldgica. Expresiones como
superficie, area, medida, unidad, cuadrado, lado o perimetro no son intercambiables,
aunque en la conversacion cotidiana puedan mezclarse. La precision verbal ayuda a
estabilizar distinciones que después sostienen la simbolizacion. Sin embargo, la
correccion terminoldgica no debe preceder mecanicamente a la comprension: puede
emerger de la necesidad de comunicar diferencias entre procedimientos y resultados. La
institucionalizacion docente tiene sentido cuando nombra relaciones que los estudiantes
ya han encontrado o que necesitan reorganizar, conectando producciones personales con
una forma matematica compartida y culturalmente estable.

El contraste entre representaciones es otra herramienta de profundizacién. Una
misma relacion puede expresarse mediante recortes, una cuadricula, una tabla de
medidas, un diagrama, una expresion multiplicativa o una construccion dindmica.
Cuando el estudiante puede explicar como se conserva el significado al pasar de una
representacion a otra, aumenta la probabilidad de que el conocimiento sea flexible.
Cuando solo domina una representacion, la aparente comprension puede depender de
sefiales perceptivas especificas. Por ello, resulta valioso retirar gradualmente apoyos
visibles, introducir unidades no convencionales y plantear figuras cuya orientaciéon o
complejidad impida reconocer de inmediato una férmula conocida.

La Tabla 10 organiza los elementos centrales de esta discusion en un formato
comparativo. Su funcion es hacer visibles relaciones que suelen aparecer dispersas en la
literatura o en las producciones de aula y facilitar su uso en analisis didactico y

planificacion.
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L Evidencia del Accion docente
Fase Funcion . .
estudiante predominante
Accidén Explorar y decidir Manipula, prueba, Sostiene el medio
cuenta, transforma
- . . Descrlpe . Solicita claridad y
Formulacion Comunicar estrategia procedimientos y -
- comparacion
unidades
Validacion Justificar y refutar Argumenta por que Pide razones y
funciona contraejemplos
Institucionalizacion Estabilizar saber Relaciona producmon Nomb”f" organiza y
con lenguaje formal generaliza

Elaboracion propia a partir de Brousseau (1986, 2007).
La lectura de la Tabla 10 confirma que una misma tarea de area puede activar

conocimientos distintos segun la unidad, la representacion, la figura y la exigencia de
justificacion. Por ello, el disefio no deberia evaluar Unicamente la exactitud final, sino
también la relacion matematica que sostiene el procedimiento y su estabilidad ante una
variacion controlada.

La dimension espacial merece atencion explicita. La medicion de area exige
concebir unidades bidimensionales que recubren una regién, coordinar partes y
totalidad, y anticipar transformaciones que no alteran la cantidad de superficie. Estas
operaciones implican visualizacion, pero no se reducen a una habilidad perceptiva
aislada. La visualizacion se vuelve matematica cuando se articula con propiedades,
relaciones de equivalencia y argumentos. La evidencia contemporanea sobre habilidades
espaciales y rendimiento matematico permite entender por qué tareas de rotacion,
particion, estructuracién y recomposicion pueden contribuir a aprendizajes mas
generales, siempre que se integren al contenido y no se trabajen como ejercicios
desconectados (Brousseau (1986, 2007); Perrin-Glorian (2009); Castillo Pérez (2015)).

La evaluacion formativa ofrece un marco operativo para convertir estas
observaciones en decisiones de ensefianza. La pregunta clave no es solo si el estudiante
llegd a un resultado, sino qué unidad imagin6, cémo organizé el recubrimiento, qué
relacién utiliz6, cédmo verificO su estrategia y si puede sostenerla en una tarea
modificada. La retroalimentacion atil se dirige a una relacion matematica concreta y
abre una nueva oportunidad de accion. De este modo, evaluar y ensefiar dejan de ser
momentos separados: la evidencia recogida durante la actividad permite ajustar el
medio, seleccionar una variante de la tarea o decidir qué conocimiento necesita ser
institucionalizado (Brousseau (1986, 2007); Perrin-Glorian (2009); Castillo Pérez
(2015)).
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En términos curriculares, este enfoque exige continuidad. Las nociones de
comparacion, conservacion, unidad e iteracion deberian reaparecer con creciente
complejidad a lo largo de la primaria, en lugar de quedar encapsuladas en una unidad
teméatica breve. Cada retorno puede incorporar nuevas restricciones: unidades
convencionales, medidas fraccionarias, figuras compuestas, datos incompletos,
problemas inversos o necesidad de justificar generalizaciones. Una progresion de este
tipo conecta la intuicion geométrica con el razonamiento multiplicativo y prepara
aprendizajes posteriores de proporcionalidad, semejanza, superficie y modelizacion.

La diversidad de estudiantes obliga a evitar una Unica via de acceso. Algunos
alumnos se benefician de manipular y superponer; otros de dibujar, verbalizar o usar
una representacion dindmica. Ofrecer multiples representaciones no significa reducir la
exigencia matematica, sino permitir que la relacién central sea accesible desde
diferentes sistemas semioticos. El criterio de calidad es que todas las vias converjan en
una explicacion controlable: qué se conserva, qué cambia, por qué la unidad elegida es
pertinente y cobmo se puede verificar la medida. Este enfoque resulta compatible con una
ensefianza inclusiva centrada en el razonamiento.

Para el profesorado, la implicacion mas exigente es anticipar estrategias sin
fijarlas. Disefiar una buena situacién supone imaginar procedimientos plausibles, errores
productivos, valores de variables que provoquen cambios y preguntas que permitan
sostener la autonomia. La planificacion se convierte asi en una hipotesis sobre el
funcionamiento del conocimiento en un medio. Durante la clase, esa hip6tesis debe
confrontarse con las producciones reales y revisarse cuando las respuestas muestran
relaciones distintas de las previstas. Esta l6gica aproxima la préctica docente a una
investigacion sistematica de la ensefianza.

La expansion cientifica realizada en este libro también permite situar el caso en
una escala adecuada. Las evidencias microdidacticas ofrecen profundidad interpretativa,
mientras que revisiones sistematicas y metaanalisis aportan panoramas mas amplios
sobre patrones, relaciones y efectos. Ninguno de estos niveles sustituye al otro. El caso
explica como puede organizarse una estrategia dentro de una situacion concreta; la
evidencia acumulada ayuda a estimar si el problema observado es recurrente y qué
enfoques han mostrado resultados consistentes. Su integracion fortalece la discusién sin

atribuir al pequefio estudio original alcances que no posee.
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Como sintesis, el disefio de experiencias debe combinar comparacion, medicion,
transformacion y argumentacion, con variaciones que permitan observar si el estudiante
conserva el significado al cambiar de unidad, figura o representacion. Esta formulacion
conecta el analisis conceptual con una decision educativa verificable y prepara el paso
hacia el siguiente problema del capitulo. La ensefianza del area como magnitud adquiere
coherencia cuando las tareas, los recursos, las interacciones y la evaluaciéon apuntan a
las mismas relaciones matematicas. El objetivo no es prolongar indefinidamente
experiencias manipulativas ni retrasar el simbolismo, sino asegurar que la economia de
la formula sea el punto de llegada de una estructura comprensible y que, una vez
introducida, pueda volver a justificarse desde unidades, transformaciones y relaciones
espaciales.

Desde una perspectiva epistemoldgica, las fases de la situacion como formas de
actividad matematica que articulan exploracion, comunicacion, prueba y estabilizacién
cultural del conocimiento también permite comprender que los conceptos escolares son
el resultado de una organizacién progresiva de experiencias y relaciones. La historia de
la medicion muestra que cuantificar una superficie supone estabilizar unidades,
operaciones de composicion y criterios de equivalencia; la ensefianza reproduce
parcialmente ese desafio a escala cognitiva. Por eso, saltar directamente a una notacion
eficiente puede ocultar los problemas que la propia matematica tuvo que resolver: qué
cuenta como la misma cantidad de superficie, cOmo se comparan regiones no
superponibles y de qué manera una unidad puede iterarse de forma coherente.
(Brousseau (1986, 2007); Perrin-Glorian (2009); Castillo Pérez (2015)) proporciona
antecedentes para disefiar tareas donde esas relaciones se conviertan en objeto de
reflexion y no permanezcan como supuestos invisibles detrds de un algoritmo.

Una forma de operacionalizar este enfoque consiste en construir secuencias de
tareas que mantengan estable el conocimiento central y modifiquen una condicion a la
vez. A partir de el valor pedagogico esta en coordinar autonomia y formalizacion sin
eliminar la incertidumbre matematica necesaria para aprender, puede variarse la forma
sin cambiar el area, cambiar la unidad manteniendo la regién, retirar gradualmente la
cuadricula o pedir que una estrategia sea explicada con una representacion distinta. La
comparacion entre soluciones se vuelve entonces parte del contenido: obliga a
identificar qué informacion es matematica y cual pertenece solo al dibujo o al material.

Esta l6gica favorece que el estudiante formule conjeturas, encuentre contragjemplos y
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desarrolle criterios para elegir procedimientos, en lugar de asociar cada apariencia
visual con una regla aislada. La variacion controlada es, ademas, un recurso potente
para el docente porque hace observable la estabilidad o fragilidad de la comprension.

En términos de investigacion educativa, la evidencia del aula debe analizar qué
conocimiento se moviliza en cada transito y qué intervenciones docentes transforman su
funcion plantea una exigencia metodoldgica: separar cuidadosamente desemperfio
inmediato, comprension conceptual y transferencia. Una secuencia puede mejorar la
ejecucion durante la sesion porque ofrece apoyos visibles, sin que ello implique que el
estudiante haya internalizado la estructura necesaria para resolver una tarea distante. Por
eso son relevantes las pruebas diferidas, las representaciones novedosas Y la solicitud de
justificaciones. La tesis de origen ya ofrece una sefial en esa direccién al incluir una
segunda actividad una semana después; la literatura contemporanea sobre progresiones
y evaluacion formativa permite ampliar ese criterio y proponer seguimientos mas
extensos. De este modo, el disefio de ensefianza y el disefio de investigacion convergen
en una misma pregunta: qué evidencia permite afirmar que el conocimiento funciona
mas alld de la situacién en la que fue construido (Brousseau (1986, 2007); Perrin-
Glorian (2009); Castillo Pérez (2015)).

En suma, este apartado refuerza una idea transversal del libro: comprender area
supone coordinar relaciones geométricas, métricas y representacionales y poder
justificar su funcionamiento cuando cambian las condiciones de la tarea. Esta
coordinacion prepara el terreno para el siguiente apartado, donde el analisis desplaza el

énfasis hacia una dimensién complementaria del mismo problema.

3.3 CONTRATO DIDACTICO, INTERVENCION DOCENTE Y
ESTATUTO DEL ERROR

El nucleo de este apartado es las expectativas reciprocas entre docente y
estudiantes y su influencia en la manera de interpretar consignas, ayudas, errores y
respuestas esperadas. Este desplazamiento conceptual resulta decisivo porque el area no
se aprende de manera sélida cuando se presenta Unicamente como una operacién
aritmética asociada a ciertas figuras. La matematica escolar necesita construir un puente
entre experiencias de comparacion y transformacion, representaciones geométricas y
cuantificacion. Desde esta perspectiva, el aprendizaje se entiende como una
reorganizacion progresiva de relaciones: qué se mide, con qué unidad se compara, qué

transformaciones conservan la magnitud y como se justifican los resultados. (Brousseau
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(2007); Santos (2022); Karaman (2021)) ofrece un marco convergente para interpretar
este transito y para diferenciar el conocimiento que permite ejecutar un calculo del
conocimiento que permite explicar por qué ese célculo representa una medida de &rea.

La investigacion que sirve de base a esta obra aporta un referente empirico
especialmente Util: la tesis registra momentos en que el docente duda si intervenir
porque las estudiantes miden perimetros o angulos, haciendo visible la tension entre
sostener la autonomia y reorientar la actividad. Este dato no se utiliza aqui como
ilustracion anecdotica, sino como evidencia situada de los problemas conceptuales que
aparecen cuando el estudiante debe actuar sin una formula inmediatamente disponible.
La riqueza del caso reside en que registra procedimientos, conversaciones y cambios de
estrategia, por lo que permite reconstruir el razonamiento y no solo clasificar respuestas
como correctas o incorrectas. La lectura editorial del estudio preserva esta evidencia,
pero la inserta en un marco cientifico mas amplio para evitar que la interpretacion quede
restringida a las condiciones particulares del aula observada (Castillo Pérez, 2015).

La literatura especializada amplia esta lectura al sefialar que el contrato didactico
explica por que los alumnos buscan sefiales del profesor y por qué una ayuda demasiado
transparente puede sustituir el razonamiento por adivinacion. En consecuencia, la
comprension del &rea puede describirse como una red de coordinaciones entre atributos
geométricos, unidades, representaciones Yy operaciones. Cuando una de estas
coordinaciones falta, el estudiante puede producir una respuesta numérica plausible sin
controlar el significado de la magnitud. Por ello, la ensefianza conceptual no se opone a
la eficiencia procedimental; su finalidad es que la eficiencia se apoye en estructuras que
puedan recuperarse, explicarse y transferirse. (Brousseau (2007); Santos (2022);
Karaman (2021)) coincide en que la calidad del conocimiento se hace visible cuando el
alumno puede cambiar de representacion o de estrategia sin perder el control sobre la
relacion matematica central.

Un mecanismo particularmente relevante es que el error debe tratarse como
produccién informativa sobre el sistema de ideas del alumno y no Unicamente como
déficit a corregir. Esta idea permite transformar la tarea didactica: ya no se trata solo de
pedir un numero, sino de disefiar condiciones para que determinadas relaciones sean
necesarias. El estudiante debe decidir qué conservar, qué transformar y qué informacion
resulta pertinente. Las tareas con variaciones controladas pueden provocar una ruptura

de estrategias fragiles y favorecer otras mas generales. Esa reorganizacion constituye
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una sefial de aprendizaje mas potente que la repeticion exitosa de un mismo tipo de
ejercicio, porque muestra que el conocimiento empieza a funcionar como herramienta
para anticipar y justificar acciones matematicas.

Desde el punto de vista del disefio de ensefianza, preguntas de contraste,
relectura de la consigna y comparacion de procedimientos suelen conservar mayor
potencial cognitivo que indicar directamente un método. La consigna, los materiales y
las representaciones deben sostener la actividad intelectual sin sustituirla. Una tarea
demasiado guiada convierte el procedimiento en obediencia; una tarea demasiado
abierta puede dispersar la atencion y ocultar el objeto matematico. El equilibrio consiste
en restringir suficientemente el medio para que las estrategias relevantes tengan
consecuencias observables y, al mismo tiempo, conservar un espacio de decision para el
estudiante. En esta logica, la intervencidn docente se orienta a pedir razones, comparar
procedimientos y devolver preguntas que obliguen a revisar la coherencia de las
soluciones, antes que a indicar el algoritmo esperado.

Conviene introducir una cautela: la institucionalizacion posterior puede recoger
errores productivos para delimitar las condiciones de validez de cada estrategia. Esta
precision evita convertir recursos, teorias o procedimientos en recetas universales. Una
cuadricula, un manipulativo, una formula o un software no poseen eficacia didactica por
si mismos; su funcion depende de la relacion que la tarea establezca entre el recurso y el
conocimiento. Incluso una estrategia matematicamente valida puede convertirse en
obstéculo si se aplica de manera rigida fuera de las condiciones que justifican su uso. El
andlisis didactico debe, por tanto, atender a la estructura del problema, a los
conocimientos previos y a las decisiones que el medio hace posibles o necesarias.

Una consecuencia para el aprendizaje es que las respuestas parciales deben
leerse como configuraciones de conocimiento, no como simples fallas. Un estudiante
puede reconocer una unidad de area y, sin embargo, no estructurarla en filas y
columnas; puede descomponer una figura correctamente y recomponer mal sus areas; o
puede calcular una medida con precision sin distinguir la magnitud del numero. Esta
granularidad explica por qué una evaluacion basada solo en aciertos pierde informacion
crucial. Los niveles de razonamiento y las trayectorias de aprendizaje permiten describir
qué relaciones estan disponibles y cudles requieren nuevas experiencias, especialmente
cuando se combinan observaciones, producciones graficas y explicaciones verbales
(Brousseau (2007); Santos (2022); Karaman (2021)).
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El lenguaje cumple aqui una funcion epistemoldgica. Expresiones como
superficie, area, medida, unidad, cuadrado, lado o perimetro no son intercambiables,
aungue en la conversacion cotidiana puedan mezclarse. La precision verbal ayuda a
estabilizar distinciones que despues sostienen la simbolizacion. Sin embargo, la
correccion terminoldgica no debe preceder mecanicamente a la comprension: puede
emerger de la necesidad de comunicar diferencias entre procedimientos y resultados. La
institucionalizacion docente tiene sentido cuando nombra relaciones que los estudiantes
ya han encontrado o que necesitan reorganizar, conectando producciones personales con
una forma matematica compartida y culturalmente estable.

El contraste entre representaciones es otra herramienta de profundizacion. Una
misma relacion puede expresarse mediante recortes, una cuadricula, una tabla de
medidas, un diagrama, una expresion multiplicativa o una construccion dindmica.
Cuando el estudiante puede explicar como se conserva el significado al pasar de una
representacion a otra, aumenta la probabilidad de que el conocimiento sea flexible.
Cuando solo domina una representacion, la aparente comprension puede depender de
sefiales perceptivas especificas. Por ello, resulta valioso retirar gradualmente apoyos
visibles, introducir unidades no convencionales y plantear figuras cuya orientaciéon o
complejidad impida reconocer de inmediato una formula conocida.

La Tabla 11 organiza los elementos centrales de esta discusion en un formato
comparativo. Su funcion es hacer visibles relaciones que suelen aparecer dispersas en la
literatura o en las producciones de aula y facilitar su uso en analisis didactico y

planificacion.

Tabla 11. Intervenciones docentes y su efecto potencial

Intervencién Potencial productivo Riesgo did4ctico
. . Devuelve responsabilidad al Puede ser insuficiente si el
Pedir releer la consigna ) 3
estudiante obstaculo es conceptual

Puede convertirse en pista si es
demasiado dirigida
Puede privilegiar el

Preguntar qué se estd midiendo | Hace visible el atributo

Comparar dos procedimientos Promueve validacion o
procedimiento del docente
. . . Puede cerrar exploracion si
Mostrar un contraejemplo Genera conflicto productivo xp
revela la solucién
L - Prematura, puede anular
Institucionalizar Conecta produccion y saber P

blsqueda
Elaboracion propia a partir de Brousseau (2007), Santos (2022) y Castillo Pérez (2015).

La lectura de la Tabla 11 confirma que una misma tarea de area puede activar
conocimientos distintos segun la unidad, la representacion, la figura y la exigencia de

justificacion. Por ello, el disefio no deberia evaluar Unicamente la exactitud final, sino
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también la relacion matematica que sostiene el procedimiento y su estabilidad ante una
variacion controlada.

La dimension espacial merece atencion explicita. La medicion de area exige
concebir unidades bidimensionales que recubren una regién, coordinar partes y
totalidad, y anticipar transformaciones que no alteran la cantidad de superficie. Estas
operaciones implican visualizacion, pero no se reducen a una habilidad perceptiva
aislada. La visualizacion se vuelve matemética cuando se articula con propiedades,
relaciones de equivalencia y argumentos. La evidencia contemporanea sobre habilidades
espaciales y rendimiento matematico permite entender por qué tareas de rotacion,
particion, estructuracién y recomposicion pueden contribuir a aprendizajes mas
generales, siempre que se integren al contenido y no se trabajen como ejercicios
desconectados (Brousseau (2007); Santos (2022); Karaman (2021)).

La evaluacion formativa ofrece un marco operativo para convertir estas
observaciones en decisiones de ensefianza. La pregunta clave no es solo si el estudiante
llegd a un resultado, sino qué unidad imagind, cdmo organizo el recubrimiento, qué
relacién utilizd, cédmo verificO su estrategia y si puede sostenerla en una tarea
modificada. La retroalimentacion Util se dirige a una relacion matematica concreta y
abre una nueva oportunidad de accion. De este modo, evaluar y ensefiar dejan de ser
momentos separados: la evidencia recogida durante la actividad permite ajustar el
medio, seleccionar una variante de la tarea o decidir qué conocimiento necesita ser
institucionalizado (Brousseau (2007); Santos (2022); Karaman (2021)).

En términos curriculares, este enfoque exige continuidad. Las nociones de
comparacion, conservacion, unidad e iteracion deberian reaparecer con creciente
complejidad a lo largo de la primaria, en lugar de quedar encapsuladas en una unidad
tematica breve. Cada retorno puede incorporar nuevas restricciones: unidades
convencionales, medidas fraccionarias, figuras compuestas, datos incompletos,
problemas inversos o necesidad de justificar generalizaciones. Una progresion de este
tipo conecta la intuicion geométrica con el razonamiento multiplicativo y prepara
aprendizajes posteriores de proporcionalidad, semejanza, superficie y modelizacion.

La diversidad de estudiantes obliga a evitar una Unica via de acceso. Algunos
alumnos se benefician de manipular y superponer; otros de dibujar, verbalizar o usar
una representacion dinamica. Ofrecer multiples representaciones no significa reducir la

exigencia matematica, sino permitir que la relacion central sea accesible desde
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diferentes sistemas semioticos. El criterio de calidad es que todas las vias converjan en
una explicacion controlable: qué se conserva, qué cambia, por qué la unidad elegida es
pertinente y como se puede verificar la medida. Este enfoque resulta compatible con una
ensefianza inclusiva centrada en el razonamiento.

Para el profesorado, la implicacion mas exigente es anticipar estrategias sin
fijarlas. Disefiar una buena situacion supone imaginar procedimientos plausibles, errores
productivos, valores de variables que provoquen cambios y preguntas que permitan
sostener la autonomia. La planificacion se convierte asi en una hipotesis sobre el
funcionamiento del conocimiento en un medio. Durante la clase, esa hipotesis debe
confrontarse con las producciones reales y revisarse cuando las respuestas muestran
relaciones distintas de las previstas. Esta ldgica aproxima la préctica docente a una
investigacion sistematica de la ensefianza.

La expansion cientifica realizada en este libro también permite situar el caso en
una escala adecuada. Las evidencias microdidacticas ofrecen profundidad interpretativa,
mientras que revisiones sistematicas y metaanalisis aportan panoramas mas amplios
sobre patrones, relaciones y efectos. Ninguno de estos niveles sustituye al otro. El caso
explica como puede organizarse una estrategia dentro de una situacion concreta; la
evidencia acumulada ayuda a estimar si el problema observado es recurrente y qué
enfoques han mostrado resultados consistentes. Su integracion fortalece la discusion sin
atribuir al pequefio estudio original alcances que no posee.

Como sintesis, el disefio de experiencias debe combinar comparacion, medicion,
transformacion y argumentacién, con variaciones que permitan observar si el estudiante
conserva el significado al cambiar de unidad, figura o representacion. Esta formulacion
conecta el analisis conceptual con una decision educativa verificable y prepara el paso
hacia el siguiente problema del capitulo. La ensefianza del area como magnitud adquiere
coherencia cuando las tareas, los recursos, las interacciones y la evaluacion apuntan a
las mismas relaciones matematicas. El objetivo no es prolongar indefinidamente
experiencias manipulativas ni retrasar el simbolismo, sino asegurar que la economia de
la formula sea el punto de llegada de una estructura comprensible y que, una vez
introducida, pueda volver a justificarse desde unidades, transformaciones y relaciones
espaciales.

Desde una perspectiva epistemoldgica, las expectativas reciprocas entre docente

y estudiantes y su influencia en la manera de interpretar consignas, ayudas, errores y

Veronica Milagros Castillo Perez 105



Construccion del concepto de area como magnitud
De la teoria de situaciones didacticas a las aulas de educacién primaria

respuestas esperadas también permite comprender que los conceptos escolares son el
resultado de una organizacion progresiva de experiencias y relaciones. La historia de la
mediciébn muestra que cuantificar una superficie supone estabilizar unidades,
operaciones de composicion y criterios de equivalencia; la ensefianza reproduce
parcialmente ese desafio a escala cognitiva. Por eso, saltar directamente a una notacion
eficiente puede ocultar los problemas que la propia matematica tuvo que resolver: qué
cuenta como la misma cantidad de superficie, cbmo se comparan regiones no
superponibles y de qué manera una unidad puede iterarse de forma coherente.
(Brousseau (2007); Santos (2022); Karaman (2021)) proporciona antecedentes para
disefiar tareas donde esas relaciones se conviertan en objeto de reflexién y no
permanezcan como supuestos invisibles detras de un algoritmo.

Una forma de operacionalizar este enfoque consiste en construir secuencias de
tareas que mantengan estable el conocimiento central y modifiquen una condicion a la
vez. A partir de preguntas de contraste, relectura de la consigna y comparacion de
procedimientos suelen conservar mayor potencial cognitivo que indicar directamente un
método, puede variarse la forma sin cambiar el area, cambiar la unidad manteniendo la
region, retirar gradualmente la cuadricula o pedir que una estrategia sea explicada con
una representacion distinta. La comparacién entre soluciones se vuelve entonces parte
del contenido: obliga a identificar qué informacién es matematica y cual pertenece solo
al dibujo o al material. Esta l6gica favorece que el estudiante formule conjeturas,
encuentre contraejemplos y desarrolle criterios para elegir procedimientos, en lugar de
asociar cada apariencia visual con una regla aislada. La variacion controlada es, ademas,
un recurso potente para el docente porque hace observable la estabilidad o fragilidad de
la comprension.

En términos de investigacion educativa, la institucionalizacion posterior puede
recoger errores productivos para delimitar las condiciones de validez de cada estrategia
plantea una exigencia metodoldgica: separar cuidadosamente desempefio inmediato,
comprension conceptual y transferencia. Una secuencia puede mejorar la ejecucion
durante la sesion porque ofrece apoyos visibles, sin que ello implique que el estudiante
haya internalizado la estructura necesaria para resolver una tarea distante. Por eso son
relevantes las pruebas diferidas, las representaciones novedosas y la solicitud de
justificaciones. La tesis de origen ya ofrece una sefial en esa direccion al incluir una

segunda actividad una semana después; la literatura contemporanea sobre progresiones
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y evaluacion formativa permite ampliar ese criterio y proponer seguimientos mas
extensos. De este modo, el disefio de ensefianza y el disefio de investigacién convergen
en una misma pregunta: qué evidencia permite afirmar que el conocimiento funciona
mas alld de la situacion en la que fue construido (Brousseau (2007); Santos (2022);
Karaman (2021)).

En suma, este apartado refuerza una idea transversal del libro: comprender area
supone coordinar relaciones geométricas, métricas y representacionales y poder
justificar su funcionamiento cuando cambian las condiciones de la tarea. Esta
coordinacion prepara el terreno para el siguiente apartado, donde el anélisis desplaza el

énfasis hacia una dimensién complementaria del mismo problema.

3.4 VARIABLES DIDACTICAS Y CONTROL DE LA
COMPLEJIDAD

El ndcleo de este apartado es la modificacion intencional de caracteristicas de la
tarea que obligan al estudiante a reorganizar estrategias y hacen observable el
conocimiento movilizado. Este desplazamiento conceptual resulta decisivo porque el
area no se aprende de manera solida cuando se presenta Unicamente como una
operacion aritmética asociada a ciertas figuras. La matematica escolar necesita construir
un puente entre experiencias de comparacion y transformacion, representaciones
geométricas y cuantificacién. Desde esta perspectiva, el aprendizaje se entiende como
una reorganizacion progresiva de relaciones: qué se mide, con qué unidad se compara,
qué transformaciones conservan la magnitud y como se justifican los resultados.
(Brousseau (2007); Silva (2010); Lehmann (2023)) ofrece un marco convergente para
interpretar este transito y para diferenciar el conocimiento que permite ejecutar un
calculo del conocimiento que permite explicar por qué ese calculo representa una
medida de area.

La investigacion que sirve de base a esta obra aporta un referente empirico
especialmente (til: en la tesis se variaron unidad de medida, tipo de figura, cuadricula o
malla, complejidad y carécter entero o fraccionario de las medidas. Este dato no se
utiliza aqui como ilustracion anecdotica, sino como evidencia situada de los problemas
conceptuales que aparecen cuando el estudiante debe actuar sin una formula
inmediatamente disponible. La riqueza del caso reside en que registra procedimientos,
conversaciones y cambios de estrategia, por lo que permite reconstruir el razonamiento

y no solo clasificar respuestas como correctas o incorrectas. La lectura editorial del
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estudio preserva esta evidencia, pero la inserta en un marco cientifico mas amplio para
evitar que la interpretacion quede restringida a las condiciones particulares del aula
observada (Castillo Pérez, 2015).

La literatura especializada amplia esta lectura al sefialar que una variable
didactica es valiosa cuando un cambio de valor modifica de manera previsible la
economia de estrategias, no cuando solo altera la apariencia. En consecuencia, la
comprension del &rea puede describirse como una red de coordinaciones entre atributos
geométricos, unidades, representaciones Yy operaciones. Cuando una de estas
coordinaciones falta, el estudiante puede producir una respuesta numérica plausible sin
controlar el significado de la magnitud. Por ello, la ensefianza conceptual no se opone a
la eficiencia procedimental; su finalidad es que la eficiencia se apoye en estructuras que
puedan recuperarse, explicarse y transferirse. (Brousseau (2007); Silva (2010);
Lehmann (2023)) coincide en que la calidad del conocimiento se hace visible cuando el
alumno puede cambiar de representacion o de estrategia sin perder el control sobre la
relacion matematica central.

Un mecanismo particularmente relevante es que la posicion de la figura respecto
de una malla, el tamafio de la unidad o la visibilidad de filas y columnas pueden facilitar
0 impedir procedimientos de conteo directo. Esta idea permite transformar la tarea
didactica: ya no se trata solo de pedir un numero, sino de disefiar condiciones para que
determinadas relaciones sean necesarias. El estudiante debe decidir qué conservar, qué
transformar y qué informacion resulta pertinente. Las tareas con variaciones controladas
pueden provocar una ruptura de estrategias fragiles y favorecer otras mas generales. Esa
reorganizacion constituye una sefial de aprendizaje mas potente que la repeticion exitosa
de un mismo tipo de ejercicio, porque muestra que el conocimiento empieza a funcionar
como herramienta para anticipar y justificar acciones matematicas.

Desde el punto de vista del disefio de ensefianza, la progresion de complejidad
debe evitar tanto la trivialidad como la sobrecarga que empuja al alumno a abandonar la
tarea. La consigna, los materiales y las representaciones deben sostener la actividad
intelectual sin sustituirla. Una tarea demasiado guiada convierte el procedimiento en
obediencia; una tarea demasiado abierta puede dispersar la atencion y ocultar el objeto
matematico. El equilibrio consiste en restringir suficientemente el medio para que las
estrategias relevantes tengan consecuencias observables y, al mismo tiempo, conservar

un espacio de decision para el estudiante. En esta logica, la intervencion docente se
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orienta a pedir razones, comparar procedimientos y devolver preguntas que obliguen a
revisar la coherencia de las soluciones, antes que a indicar el algoritmo esperado.

Conviene introducir una cautela: disefiar familias de problemas con variaciones
controladas permite estudiar transferencia y estabilidad conceptual. Esta precision evita
convertir recursos, teorias o procedimientos en recetas universales. Una cuadricula, un
manipulativo, una férmula o un software no poseen eficacia didactica por si mismos; su
funcion depende de la relacion que la tarea establezca entre el recurso y el
conocimiento. Incluso una estrategia matematicamente véalida puede convertirse en
obstaculo si se aplica de manera rigida fuera de las condiciones que justifican su uso. El
andlisis didactico debe, por tanto, atender a la estructura del problema, a los
conocimientos previos y a las decisiones que el medio hace posibles o necesarias.

Una consecuencia para el aprendizaje es que las respuestas parciales deben
leerse como configuraciones de conocimiento, no como simples fallas. Un estudiante
puede reconocer una unidad de area y, sin embargo, no estructurarla en filas y
columnas; puede descomponer una figura correctamente y recomponer mal sus areas; o
puede calcular una medida con precision sin distinguir la magnitud del numero. Esta
granularidad explica por qué una evaluacion basada solo en aciertos pierde informacion
crucial. Los niveles de razonamiento y las trayectorias de aprendizaje permiten describir
qué relaciones estan disponibles y cudles requieren nuevas experiencias, especialmente
cuando se combinan observaciones, producciones graficas y explicaciones verbales
(Brousseau (2007); Silva (2010); Lehmann (2023)).

El lenguaje cumple aqui una funcion epistemoldgica. Expresiones como
superficie, area, medida, unidad, cuadrado, lado o perimetro no son intercambiables,
aunque en la conversacion cotidiana puedan mezclarse. La precision verbal ayuda a
estabilizar distinciones que después sostienen la simbolizacion. Sin embargo, la
correccion terminoldgica no debe preceder mecanicamente a la comprension: puede
emerger de la necesidad de comunicar diferencias entre procedimientos y resultados. La
institucionalizacion docente tiene sentido cuando nombra relaciones que los estudiantes
ya han encontrado o que necesitan reorganizar, conectando producciones personales con
una forma matematica compartida y culturalmente estable.

El contraste entre representaciones es otra herramienta de profundizacién. Una
misma relacion puede expresarse mediante recortes, una cuadricula, una tabla de

medidas, un diagrama, una expresion multiplicativa o una construccion dindmica.
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Cuando el estudiante puede explicar como se conserva el significado al pasar de una
representacion a otra, aumenta la probabilidad de que el conocimiento sea flexible.
Cuando solo domina una representacion, la aparente comprension puede depender de
sefiales perceptivas especificas. Por ello, resulta valioso retirar gradualmente apoyos
visibles, introducir unidades no convencionales y plantear figuras cuya orientaciéon o
complejidad impida reconocer de inmediato una férmula conocida.

La Tabla 12 organiza los elementos centrales de esta discusién en un formato
comparativo. Su funcion es hacer visibles relaciones que suelen aparecer dispersas en la

literatura o en las producciones de aula y facilitar su uso en anélisis didactico y

planificacion.
Tabla 12. Variables didécticas pertinentes para el concepto de &rea
Variable Valores posibles Skels esperagio SUIBIE
estrategias
Unidad Cuadrado, tridngulo, rectdngulo | Modifica conteo y equivalencias
. . . Exige descomposicion o
Figura Simple, compuesta, irregular o
recomposicion
Blanco, cuadricula, malla .
Soporte triangular Hace visible u oculta estructura
Posicién Alineada, parcial, no alineada Dificulta conteo directo
Medida Entera, fraccionaria Exige particion de unidades
Disponibilidad de férmula Explicita, implicita, innecesaria Modulg dependencia
procedimental

Elaboracion propia a partir de Silva (2010), Brousseau (2007) y Castillo Pérez (2015).
La lectura de la Tabla 12 confirma que una misma tarea de area puede activar

conocimientos distintos segun la unidad, la representacion, la figura y la exigencia de
justificacion. Por ello, el disefio no deberia evaluar Gnicamente la exactitud final, sino
también la relacion matematica que sostiene el procedimiento y su estabilidad ante una
variacion controlada.

La dimension espacial merece atencion explicita. La medicion de area exige
concebir unidades bidimensionales que recubren una regién, coordinar partes y
totalidad, y anticipar transformaciones que no alteran la cantidad de superficie. Estas
operaciones implican visualizacion, pero no se reducen a una habilidad perceptiva
aislada. La visualizacion se vuelve matematica cuando se articula con propiedades,
relaciones de equivalencia y argumentos. La evidencia contemporanea sobre habilidades
espaciales y rendimiento matematico permite entender por qué tareas de rotacion,
particion, estructuracion y recomposicion pueden contribuir a aprendizajes mas
generales, siempre que se integren al contenido y no se trabajen como ejercicios
desconectados (Brousseau (2007); Silva (2010); Lehmann (2023)).
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La evaluacion formativa ofrece un marco operativo para convertir estas
observaciones en decisiones de ensefianza. La pregunta clave no es solo si el estudiante
Ileg6é a un resultado, sino qué unidad imagind, cdmo organizo el recubrimiento, qué
relacion utilizd, como verificO su estrategia y si puede sostenerla en una tarea
modificada. La retroalimentacion atil se dirige a una relacion matematica concreta y
abre una nueva oportunidad de accion. De este modo, evaluar y ensefiar dejan de ser
momentos separados: la evidencia recogida durante la actividad permite ajustar el
medio, seleccionar una variante de la tarea o decidir qué conocimiento necesita ser
institucionalizado (Brousseau (2007); Silva (2010); Lehmann (2023)).

En términos curriculares, este enfoque exige continuidad. Las nociones de
comparacion, conservacion, unidad e iteracion deberian reaparecer con creciente
complejidad a lo largo de la primaria, en lugar de quedar encapsuladas en una unidad
tematica breve. Cada retorno puede incorporar nuevas restricciones: unidades
convencionales, medidas fraccionarias, figuras compuestas, datos incompletos,
problemas inversos o necesidad de justificar generalizaciones. Una progresion de este
tipo conecta la intuicion geométrica con el razonamiento multiplicativo y prepara
aprendizajes posteriores de proporcionalidad, semejanza, superficie y modelizacion.

La diversidad de estudiantes obliga a evitar una Unica via de acceso. Algunos
alumnos se benefician de manipular y superponer; otros de dibujar, verbalizar o usar
una representacion dinamica. Ofrecer multiples representaciones no significa reducir la
exigencia matematica, sino permitir que la relacion central sea accesible desde
diferentes sistemas semioticos. El criterio de calidad es que todas las vias converjan en
una explicacion controlable: qué se conserva, qué cambia, por qué la unidad elegida es
pertinente y cdmo se puede verificar la medida. Este enfoque resulta compatible con una
ensefianza inclusiva centrada en el razonamiento.

Para el profesorado, la implicacion mas exigente es anticipar estrategias sin
fijarlas. Disefiar una buena situacion supone imaginar procedimientos plausibles, errores
productivos, valores de variables que provoquen cambios y preguntas que permitan
sostener la autonomia. La planificacion se convierte asi en una hipotesis sobre el
funcionamiento del conocimiento en un medio. Durante la clase, esa hipotesis debe
confrontarse con las producciones reales y revisarse cuando las respuestas muestran
relaciones distintas de las previstas. Esta logica aproxima la practica docente a una

investigacion sistematica de la ensefianza.
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La expansion cientifica realizada en este libro también permite situar el caso en
una escala adecuada. Las evidencias microdidacticas ofrecen profundidad interpretativa,
mientras que revisiones sistematicas y metaanalisis aportan panoramas mas amplios
sobre patrones, relaciones y efectos. Ninguno de estos niveles sustituye al otro. El caso
explica como puede organizarse una estrategia dentro de una situacién concreta; la
evidencia acumulada ayuda a estimar si el problema observado es recurrente y qué
enfoques han mostrado resultados consistentes. Su integracion fortalece la discusion sin
atribuir al pequefio estudio original alcances que no posee.

Como sintesis, el disefio de experiencias debe combinar comparacion, medicion,
transformacion y argumentacion, con variaciones que permitan observar si el estudiante
conserva el significado al cambiar de unidad, figura o representacién. Esta formulacion
conecta el analisis conceptual con una decisién educativa verificable y prepara el paso
hacia el siguiente problema del capitulo. La ensefianza del area como magnitud adquiere
coherencia cuando las tareas, los recursos, las interacciones y la evaluacion apuntan a
las mismas relaciones matemaéticas. El objetivo no es prolongar indefinidamente
experiencias manipulativas ni retrasar el simbolismo, sino asegurar que la economia de
la formula sea el punto de llegada de una estructura comprensible y que, una vez
introducida, pueda volver a justificarse desde unidades, transformaciones y relaciones
espaciales.

Desde una perspectiva epistemoldgica, la modificacion intencional de
caracteristicas de la tarea que obligan al estudiante a reorganizar estrategias y hacen
observable el conocimiento movilizado también permite comprender que los conceptos
escolares son el resultado de una organizacion progresiva de experiencias y relaciones.
La historia de la medicion muestra que cuantificar una superficie supone estabilizar
unidades, operaciones de composicion y criterios de equivalencia; la ensefianza
reproduce parcialmente ese desafio a escala cognitiva. Por eso, saltar directamente a una
notacion eficiente puede ocultar los problemas que la propia matematica tuvo que
resolver: qué cuenta como la misma cantidad de superficie, cbmo se comparan regiones
no superponibles y de qué manera una unidad puede iterarse de forma coherente.
(Brousseau (2007); Silva (2010); Lehmann (2023)) proporciona antecedentes para
disefiar tareas donde esas relaciones se conviertan en objeto de reflexion y no

permanezcan como supuestos invisibles detras de un algoritmo.
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Una forma de operacionalizar este enfoque consiste en construir secuencias de
tareas que mantengan estable el conocimiento central y modifiquen una condicion a la
vez. A partir de la progresion de complejidad debe evitar tanto la trivialidad como la
sobrecarga que empuja al alumno a abandonar la tarea, puede variarse la forma sin
cambiar el area, cambiar la unidad manteniendo la region, retirar gradualmente la
cuadricula o pedir que una estrategia sea explicada con una representacion distinta. La
comparacion entre soluciones se vuelve entonces parte del contenido: obliga a
identificar qué informacion es matematica y cudl pertenece solo al dibujo o al material.
Esta logica favorece que el estudiante formule conjeturas, encuentre contragjemplos y
desarrolle criterios para elegir procedimientos, en lugar de asociar cada apariencia
visual con una regla aislada. La variacion controlada es, ademds, un recurso potente
para el docente porque hace observable la estabilidad o fragilidad de la comprension.

En términos de investigacion educativa, disefiar familias de problemas con
variaciones controladas permite estudiar transferencia y estabilidad conceptual plantea
una exigencia metodoldgica: separar cuidadosamente desempefio inmediato,
comprension conceptual y transferencia. Una secuencia puede mejorar la ejecucion
durante la sesion porque ofrece apoyos visibles, sin que ello implique que el estudiante
haya internalizado la estructura necesaria para resolver una tarea distante. Por eso son
relevantes las pruebas diferidas, las representaciones novedosas y la solicitud de
justificaciones. La tesis de origen ya ofrece una sefial en esa direccion al incluir una
segunda actividad una semana después; la literatura contemporanea sobre progresiones
y evaluacion formativa permite ampliar ese criterio y proponer seguimientos mas
extensos. De este modo, el disefio de ensefianza y el disefio de investigacion convergen
en una misma pregunta: qué evidencia permite afirmar que el conocimiento funciona
mas alld de la situacion en la que fue construido (Brousseau (2007); Silva (2010);
Lehmann (2023)).

En suma, este apartado refuerza una idea transversal del libro: comprender area
supone coordinar relaciones geométricas, métricas y representacionales y poder
justificar su funcionamiento cuando cambian las condiciones de la tarea. Esta
coordinacion prepara el terreno para el siguiente apartado, donde el anélisis desplaza el

énfasis hacia una dimension complementaria del mismo problema.
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3.5 INGENIERIA DIDACTICA COMO METODOLOGIA DE
DISENO Y ANALISIS

El nucleo de este apartado es la articulacion entre analisis preliminar, disefio y
analisis a priori, experimentacion, analisis a posteriori y validaciéon como forma de
investigar fendmenos didacticos. Este desplazamiento conceptual resulta decisivo
porque el area no se aprende de manera sélida cuando se presenta Unicamente como una
operacion aritmética asociada a ciertas figuras. La matematica escolar necesita construir
un puente entre experiencias de comparacion y transformacion, representaciones
geométricas y cuantificacién. Desde esta perspectiva, el aprendizaje se entiende como
una reorganizacion progresiva de relaciones: qué se mide, con qué unidad se compara,
que transformaciones conservan la magnitud y como se justifican los resultados.
(Artigue et al. (1995); Brousseau (2007); Castillo Pérez (2015)) ofrece un marco
convergente para interpretar este transito y para diferenciar el conocimiento que permite
ejecutar un calculo del conocimiento que permite explicar por qué ese célculo
representa una medida de area.

La investigacion que sirve de base a esta obra aporta un referente empirico
especialmente util: Castillo Pérez empled este marco para anticipar estrategias, observar
la experimentacién y contrastar respuestas esperadas con producciones reales. Este dato
no se utiliza aqui como ilustracion anecddtica, sino como evidencia situada de los
problemas conceptuales que aparecen cuando el estudiante debe actuar sin una formula
inmediatamente disponible. La riqueza del caso reside en que registra procedimientos,
conversaciones y cambios de estrategia, por lo que permite reconstruir el razonamiento
y no solo clasificar respuestas como correctas o incorrectas. La lectura editorial del
estudio preserva esta evidencia, pero la inserta en un marco cientifico mas amplio para
evitar que la interpretacion quede restringida a las condiciones particulares del aula
observada (Castillo Pérez, 2015).

La literatura especializada amplia esta lectura al sefialar que el valor de la
Ingenieria Didactica reside en hacer explicitas las hipdtesis de disefio y someterlas al
comportamiento del sistema didactico. En consecuencia, la comprension del area puede
describirse como una red de coordinaciones entre atributos geométricos, unidades,
representaciones y operaciones. Cuando una de estas coordinaciones falta, el estudiante
puede producir una respuesta numerica plausible sin controlar el significado de la

magnitud. Por ello, la ensefianza conceptual no se opone a la eficiencia procedimental;
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su finalidad es que la eficiencia se apoye en estructuras que puedan recuperarse,
explicarse y transferirse. (Artigue et al. (1995); Brousseau (2007); Castillo Pérez
(2015)) coincide en que la calidad del conocimiento se hace visible cuando el alumno
puede cambiar de representacion o de estrategia sin perder el control sobre la relacion
matematica central.

Un mecanismo particularmente relevante es que el andlisis a priori no es una
prediccion infalible, sino un mapa de posibilidades que ayuda a interpretar decisiones y
a reconocer fendbmenos no anticipados. Esta idea permite transformar la tarea didactica:
ya no se trata solo de pedir un numero, sino de disefiar condiciones para que
determinadas relaciones sean necesarias. El estudiante debe decidir qué conservar, qué
transformar y queé informacion resulta pertinente. Las tareas con variaciones controladas
pueden provocar una ruptura de estrategias fragiles y favorecer otras mas generales. Esa
reorganizacion constituye una sefial de aprendizaje mas potente que la repeticion exitosa
de un mismo tipo de ejercicio, porque muestra que el conocimiento empieza a funcionar
como herramienta para anticipar y justificar acciones matematicas.

Desde el punto de vista del disefio de ensefianza, el contraste a posteriori obliga
a revisar tanto las hipdtesis sobre los estudiantes como las decisiones de disefio y las
intervenciones docentes. La consigna, los materiales y las representaciones deben
sostener la actividad intelectual sin sustituirla. Una tarea demasiado guiada convierte el
procedimiento en obediencia; una tarea demasiado abierta puede dispersar la atencion y
ocultar el objeto matematico. El equilibrio consiste en restringir suficientemente el
medio para que las estrategias relevantes tengan consecuencias observables y, al mismo
tiempo, conservar un espacio de decisién para el estudiante. En esta ldgica, la
intervencion docente se orienta a pedir razones, comparar procedimientos y devolver
preguntas que obliguen a revisar la coherencia de las soluciones, antes que a indicar el
algoritmo esperado.

Conviene introducir una cautela: en investigaciones actuales puede
complementarse con trazas digitales, analisis multimodal y criterios de transferibilidad
sin perder su ldgica de disefio controlado. Esta precision evita convertir recursos, teorias
0 procedimientos en recetas universales. Una cuadricula, un manipulativo, una formula
o un software no poseen eficacia didactica por si mismos; su funcién depende de la
relacién que la tarea establezca entre el recurso y el conocimiento. Incluso una

estrategia matematicamente valida puede convertirse en obstaculo si se aplica de
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manera rigida fuera de las condiciones que justifican su uso. El analisis didactico debe,
por tanto, atender a la estructura del problema, a los conocimientos previos y a las
decisiones que el medio hace posibles o necesarias.

Una consecuencia para el aprendizaje es que las respuestas parciales deben
leerse como configuraciones de conocimiento, no como simples fallas. Un estudiante
puede reconocer una unidad de &rea y, sin embargo, no estructurarla en filas y
columnas; puede descomponer una figura correctamente y recomponer mal sus areas; o
puede calcular una medida con precision sin distinguir la magnitud del numero. Esta
granularidad explica por qué una evaluacion basada solo en aciertos pierde informacion
crucial. Los niveles de razonamiento y las trayectorias de aprendizaje permiten describir
qué relaciones estan disponibles y cudles requieren nuevas experiencias, especialmente
cuando se combinan observaciones, producciones graficas y explicaciones verbales
(Artigue et al. (1995); Brousseau (2007); Castillo Pérez (2015)).

El lenguaje cumple aqui una funcion epistemoldgica. Expresiones como
superficie, area, medida, unidad, cuadrado, lado o perimetro no son intercambiables,
aunque en la conversacion cotidiana puedan mezclarse. La precision verbal ayuda a
estabilizar distinciones que después sostienen la simbolizacion. Sin embargo, la
correccion terminoldgica no debe preceder mecanicamente a la comprension: puede
emerger de la necesidad de comunicar diferencias entre procedimientos y resultados. La
institucionalizacion docente tiene sentido cuando nombra relaciones que los estudiantes
ya han encontrado o que necesitan reorganizar, conectando producciones personales con
una forma matematica compartida y culturalmente estable.

El contraste entre representaciones es otra herramienta de profundizacién. Una
misma relacion puede expresarse mediante recortes, una cuadricula, una tabla de
medidas, un diagrama, una expresion multiplicativa o una construccion dindmica.
Cuando el estudiante puede explicar como se conserva el significado al pasar de una
representacion a otra, aumenta la probabilidad de que el conocimiento sea flexible.
Cuando solo domina una representacion, la aparente comprension puede depender de
sefiales perceptivas especificas. Por ello, resulta valioso retirar gradualmente apoyos
visibles, introducir unidades no convencionales y plantear figuras cuya orientacion o
complejidad impida reconocer de inmediato una férmula conocida.

La dimension espacial merece atencion explicita. La medicion de area exige

concebir unidades bidimensionales que recubren una region, coordinar partes y
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totalidad, y anticipar transformaciones que no alteran la cantidad de superficie. Estas
operaciones implican visualizacion, pero no se reducen a una habilidad perceptiva
aislada. La visualizacion se vuelve matemética cuando se articula con propiedades,
relaciones de equivalencia y argumentos. La evidencia contemporénea sobre habilidades
espaciales y rendimiento matematico permite entender por qué tareas de rotacion,
particion, estructuracion y recomposicion pueden contribuir a aprendizajes mas
generales, siempre que se integren al contenido y no se trabajen como ejercicios
desconectados (Artigue et al. (1995); Brousseau (2007); Castillo Pérez (2015)).

La evaluacion formativa ofrece un marco operativo para convertir estas
observaciones en decisiones de ensefianza. La pregunta clave no es solo si el estudiante
Ileg6 a un resultado, sino qué unidad imagind, cdmo organizo el recubrimiento, qué
relacién utiliz6, cémo verificO su estrategia y si puede sostenerla en una tarea
modificada. La retroalimentacion atil se dirige a una relacion matematica concreta y
abre una nueva oportunidad de accion. De este modo, evaluar y ensefiar dejan de ser
momentos separados: la evidencia recogida durante la actividad permite ajustar el
medio, seleccionar una variante de la tarea o decidir qué conocimiento necesita ser
institucionalizado (Artigue et al. (1995); Brousseau (2007); Castillo Pérez (2015)).

En términos curriculares, este enfoque exige continuidad. Las nociones de
comparacion, conservacion, unidad e iteracion deberian reaparecer con creciente
complejidad a lo largo de la primaria, en lugar de quedar encapsuladas en una unidad
tematica breve. Cada retorno puede incorporar nuevas restricciones: unidades
convencionales, medidas fraccionarias, figuras compuestas, datos incompletos,
problemas inversos o necesidad de justificar generalizaciones. Una progresion de este
tipo conecta la intuicion geométrica con el razonamiento multiplicativo y prepara
aprendizajes posteriores de proporcionalidad, semejanza, superficie y modelizacion.

La diversidad de estudiantes obliga a evitar una Unica via de acceso. Algunos
alumnos se benefician de manipular y superponer; otros de dibujar, verbalizar o usar
una representacion dinamica. Ofrecer multiples representaciones no significa reducir la
exigencia matematica, sino permitir que la relacion central sea accesible desde
diferentes sistemas semioticos. El criterio de calidad es que todas las vias converjan en
una explicacion controlable: qué se conserva, qué cambia, por qué la unidad elegida es
pertinente y cdmo se puede verificar la medida. Este enfoque resulta compatible con una

ensefianza inclusiva centrada en el razonamiento.
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Para el profesorado, la implicacion mas exigente es anticipar estrategias sin
fijarlas. Disefiar una buena situacion supone imaginar procedimientos plausibles, errores
productivos, valores de variables que provoquen cambios y preguntas que permitan
sostener la autonomia. La planificacion se convierte asi en una hipdtesis sobre el
funcionamiento del conocimiento en un medio. Durante la clase, esa hipotesis debe
confrontarse con las producciones reales y revisarse cuando las respuestas muestran
relaciones distintas de las previstas. Esta 16gica aproxima la préctica docente a una
investigacion sistematica de la ensefianza.

La expansion cientifica realizada en este libro también permite situar el caso en
una escala adecuada. Las evidencias microdidacticas ofrecen profundidad interpretativa,
mientras que revisiones sistematicas y metaandlisis aportan panoramas mas amplios
sobre patrones, relaciones y efectos. Ninguno de estos niveles sustituye al otro. El caso
explica como puede organizarse una estrategia dentro de una situacion concreta; la
evidencia acumulada ayuda a estimar si el problema observado es recurrente y qué
enfoques han mostrado resultados consistentes. Su integracion fortalece la discusion sin
atribuir al pequefio estudio original alcances que no posee.

Como sintesis, el disefio de experiencias debe combinar comparacion, medicion,
transformacion y argumentacion, con variaciones que permitan observar si el estudiante
conserva el significado al cambiar de unidad, figura o representacion. Esta formulacion
conecta el analisis conceptual con una decision educativa verificable y prepara el paso
hacia el siguiente problema del capitulo. La ensefianza del area como magnitud adquiere
coherencia cuando las tareas, los recursos, las interacciones y la evaluacion apuntan a
las mismas relaciones matematicas. El objetivo no es prolongar indefinidamente
experiencias manipulativas ni retrasar el simbolismo, sino asegurar que la economia de
la formula sea el punto de llegada de una estructura comprensible y que, una vez
introducida, pueda volver a justificarse desde unidades, transformaciones y relaciones
espaciales.

Desde una perspectiva epistemoldgica, la articulacion entre andlisis preliminar,
disefio y analisis a priori, experimentacion, analisis a posteriori y validacion como
forma de investigar fendmenos didacticos también permite comprender que los
conceptos escolares son el resultado de una organizacion progresiva de experiencias y
relaciones. La historia de la medicion muestra que cuantificar una superficie supone

estabilizar unidades, operaciones de composicion y criterios de equivalencia; la
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ensefianza reproduce parcialmente ese desafio a escala cognitiva. Por eso, saltar
directamente a una notacion eficiente puede ocultar los problemas que la propia
matematica tuvo que resolver: qué cuenta como la misma cantidad de superficie, como
se comparan regiones no superponibles y de qué manera una unidad puede iterarse de
forma coherente. (Artigue et al. (1995); Brousseau (2007); Castillo Pérez (2015))
proporciona antecedentes para disefiar tareas donde esas relaciones se conviertan en
objeto de reflexion y no permanezcan como supuestos invisibles detrds de un algoritmo.

Una forma de operacionalizar este enfoque consiste en construir secuencias de
tareas que mantengan estable el conocimiento central y modifiquen una condicion a la
vez. A partir de el contraste a posteriori obliga a revisar tanto las hip6tesis sobre los
estudiantes como las decisiones de disefio y las intervenciones docentes, puede variarse
la forma sin cambiar el &rea, cambiar la unidad manteniendo la regidn, retirar
gradualmente la cuadricula o pedir que una estrategia sea explicada con una
representacion distinta. La comparacion entre soluciones se vuelve entonces parte del
contenido: obliga a identificar qué informacion es matematica y cuél pertenece solo al
dibujo o al material. Esta logica favorece que el estudiante formule conjeturas,
encuentre contraejemplos y desarrolle criterios para elegir procedimientos, en lugar de
asociar cada apariencia visual con una regla aislada. La variacion controlada es, ademas,
un recurso potente para el docente porque hace observable la estabilidad o fragilidad de
la comprension.

En términos de investigacion educativa, en investigaciones actuales puede
complementarse con trazas digitales, analisis multimodal y criterios de transferibilidad
sin perder su ldgica de disefio controlado plantea una exigencia metodoldgica: separar
cuidadosamente desempefio inmediato, comprension conceptual y transferencia. Una
secuencia puede mejorar la ejecucion durante la sesién porque ofrece apoyos visibles,
sin que ello implique que el estudiante haya internalizado la estructura necesaria para
resolver una tarea distante. Por eso son relevantes las pruebas diferidas, las
representaciones novedosas Y la solicitud de justificaciones. La tesis de origen ya ofrece
una sefial en esa direccién al incluir una segunda actividad una semana después; la
literatura contemporanea sobre progresiones y evaluacion formativa permite ampliar ese
criterio y proponer seguimientos mas extensos. De este modo, el disefio de ensefianza y

el disefio de investigacion convergen en una misma pregunta: qué evidencia permite
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afirmar que el conocimiento funciona mas alla de la situacion en la que fue construido
(Artigue et al. (1995); Brousseau (2007); Castillo Pérez (2015)).

En suma, este apartado refuerza una idea transversal del libro: comprender area
supone coordinar relaciones geométricas, métricas y representacionales y poder
justificar su funcionamiento cuando cambian las condiciones de la tarea. Esta
coordinacion prepara el terreno para el siguiente apartado, donde el analisis desplaza el
énfasis hacia una dimension complementaria del mismo problema.

El recorrido del capitulo permite integrar sus apartados como un argumento
unico: el aprendizaje del area no depende de una técnica aislada, sino de la construccién
progresiva de invariantes, unidades y estrategias que se ponen a prueba en situaciones
diversas. Los marcos tedricos, la evidencia reciente y el caso de origen convergen en la
necesidad de disefiar experiencias que hagan visible el pensamiento y que permitan
pasar de acciones concretas a representaciones y generalizaciones con significado. El
capitulo siguiente retoma esta conclusion y la proyecta hacia un nuevo nivel de analisis,
manteniendo como criterio la trazabilidad entre evidencia, interpretacion y propuesta

didactica.
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CAPITULO IV

El cuarto capitulo estudia las mediaciones que hacen posible el transito entre
accion, representacion y simbolizacion. Manipulativos, cuadriculas, gestos, dibujos,
visualizacion espacial y GeoGebra no se tratan como recursos aislados, sino como
componentes de una ecologia representacional. La pregunta orientadora es qué relacion
matematica hace visible cada recurso y qué dependencia puede crear si no se retira o
conecta con otros registros. La evaluacion formativa completa el anélisis al mostrar
cémo las producciones durante la actividad pueden convertirse en evidencia para decidir

la siguiente intervencion o variacion de la tarea.

4.1 MANIPULATIVOS Y MATERIAL CONCRETO:
POSIBILIDADES Y CONDICIONES

El nucleo de este apartado es el papel de recortes, unidades mdéviles, mosaicos y
otros objetos como mediadores entre acciones fisicas y relaciones matematicas. Este
desplazamiento conceptual resulta decisivo porque el area no se aprende de manera
solida cuando se presenta Gnicamente como una operacién aritmética asociada a ciertas
figuras. La matematica escolar necesita construir un puente entre experiencias de
comparacion y transformacion, representaciones geomeétricas y cuantificacion. Desde
esta perspectiva, el aprendizaje se entiende como una reorganizacion progresiva de
relaciones: quée se mide, con qué unidad se compara, qué transformaciones conservan la
magnitud y como se justifican los resultados. (Byrne et al. (2023); Foulkes et al. (2023);
King et al. (2023)) ofrece un marco convergente para interpretar este transito y para
diferenciar el conocimiento que permite ejecutar un calculo del conocimiento que

permite explicar por qué ese célculo representa una medida de area.
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La investigacion que sirve de base a esta obra aporta un referente empirico
especialmente util: la tesis utilizd recortes de cartulina, unidades arbitrarias y hojas
cuadriculadas para que las estudiantes recubrieran, transformaran y compararan
superficies. Este dato no se utiliza aqui como ilustracion anecddtica, sino como
evidencia situada de los problemas conceptuales que aparecen cuando el estudiante debe
actuar sin una formula inmediatamente disponible. La riqueza del caso reside en que
registra procedimientos, conversaciones y cambios de estrategia, por lo que permite
reconstruir el razonamiento y no solo clasificar respuestas como correctas o incorrectas.
La lectura editorial del estudio preserva esta evidencia, pero la inserta en un marco
cientifico mas amplio para evitar que la interpretacion quede restringida a las
condiciones particulares del aula observada (Castillo Pérez, 2015).

La literatura especializada amplia esta lectura al sefialar que las revisiones
recientes muestran que los manipulativos pueden favorecer el aprendizaje, pero su
eficacia depende de la estructura de la tarea, la orientacion docente y el puente hacia
representaciones mas abstractas. En consecuencia, la comprension del area puede
describirse como una red de coordinaciones entre atributos geomeétricos, unidades,
representaciones y operaciones. Cuando una de estas coordinaciones falta, el estudiante
puede producir una respuesta numérica plausible sin controlar el significado de la
magnitud. Por ello, la ensefianza conceptual no se opone a la eficiencia procedimental;
su finalidad es que la eficiencia se apoye en estructuras que puedan recuperarse,
explicarse y transferirse. (Byrne et al. (2023); Foulkes et al. (2023); King et al. (2023))
coincide en que la calidad del conocimiento se hace visible cuando el alumno puede
cambiar de representacion o de estrategia sin perder el control sobre la relacién
matemaética central.

Un mecanismo particularmente relevante es que un objeto demasiado rico
perceptivamente puede atraer la atencion hacia rasgos irrelevantes; uno excesivamente
abstracto puede no ofrecer apoyos suficientes para construir la relacion. Esta idea
permite transformar la tarea didactica: ya no se trata solo de pedir un ndmero, sino de
disefiar condiciones para que determinadas relaciones sean necesarias. El estudiante
debe decidir qué conservar, qué transformar y que informacion resulta pertinente. Las
tareas con variaciones controladas pueden provocar una ruptura de estrategias fragiles y
favorecer otras mas generales. Esa reorganizacion constituye una sefial de aprendizaje

mas potente que la repeticion exitosa de un mismo tipo de ejercicio, porque muestra que

Veronica Milagros Castillo Perez 122



Construccion del concepto de area como magnitud
De la teoria de situaciones didacticas a las aulas de educacién primaria

el conocimiento empieza a funcionar como herramienta para anticipar y justificar
acciones matematicas.

Desde el punto de vista del disefio de ensefianza, la secuencia concreta—
representacional-simbdlica es productiva cuando cada representacion conserva
explicitamente las relaciones matematicas relevantes. La consigna, los materiales y las
representaciones deben sostener la actividad intelectual sin sustituirla. Una tarea
demasiado guiada convierte el procedimiento en obediencia; una tarea demasiado
abierta puede dispersar la atencion y ocultar el objeto matematico. El equilibrio consiste
en restringir suficientemente el medio para que las estrategias relevantes tengan
consecuencias observables y, al mismo tiempo, conservar un espacio de decision para el
estudiante. En esta l6gica, la intervencion docente se orienta a pedir razones, comparar
procedimientos y devolver preguntas que obliguen a revisar la coherencia de las
soluciones, antes que a indicar el algoritmo esperado.

Conviene introducir una cautela: el docente debe preguntar qué representa cada
pieza, qué unidad conserva y cémo se traduce la accién fisica a una afirmacion
matematica. Esta precision evita convertir recursos, teorias o procedimientos en recetas
universales. Una cuadricula, un manipulativo, una formula o un software no poseen
eficacia didactica por si mismos; su funcion depende de la relacion que la tarea
establezca entre el recurso y el conocimiento. Incluso una estrategia matematicamente
valida puede convertirse en obstaculo si se aplica de manera rigida fuera de las
condiciones que justifican su uso. El analisis didactico debe, por tanto, atender a la
estructura del problema, a los conocimientos previos y a las decisiones que el medio
hace posibles o necesarias.

Una consecuencia para el aprendizaje es que las respuestas parciales deben
leerse como configuraciones de conocimiento, no como simples fallas. Un estudiante
puede reconocer una unidad de area y, sin embargo, no estructurarla en filas y
columnas; puede descomponer una figura correctamente y recomponer mal sus areas; o
puede calcular una medida con precision sin distinguir la magnitud del numero. Esta
granularidad explica por qué una evaluacion basada solo en aciertos pierde informacién
crucial. Los niveles de razonamiento y las trayectorias de aprendizaje permiten describir
qué relaciones estan disponibles y cudles requieren nuevas experiencias, especialmente
cuando se combinan observaciones, producciones graficas y explicaciones verbales
(Byrne et al. (2023); Foulkes et al. (2023); King et al. (2023)).
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El lenguaje cumple aqui una funcion epistemoldgica. Expresiones como
superficie, area, medida, unidad, cuadrado, lado o perimetro no son intercambiables,
aungue en la conversacion cotidiana puedan mezclarse. La precision verbal ayuda a
estabilizar distinciones que después sostienen la simbolizacion. Sin embargo, la
correccion terminoldgica no debe preceder mecanicamente a la comprension: puede
emerger de la necesidad de comunicar diferencias entre procedimientos y resultados. La
institucionalizacion docente tiene sentido cuando nombra relaciones que los estudiantes
ya han encontrado o que necesitan reorganizar, conectando producciones personales con
una forma matematica compartida y culturalmente estable.

El contraste entre representaciones es otra herramienta de profundizacion. Una
misma relacion puede expresarse mediante recortes, una cuadricula, una tabla de
medidas, un diagrama, una expresion multiplicativa o una construccion dinamica.
Cuando el estudiante puede explicar como se conserva el significado al pasar de una
representacion a otra, aumenta la probabilidad de que el conocimiento sea flexible.
Cuando solo domina una representacion, la aparente comprension puede depender de
sefiales perceptivas especificas. Por ello, resulta valioso retirar gradualmente apoyos
visibles, introducir unidades no convencionales y plantear figuras cuya orientaciéon o
complejidad impida reconocer de inmediato una formula conocida.

La Tabla 13 organiza los elementos centrales de esta discusion en un formato
comparativo. Su funcion es hacer visibles relaciones que suelen aparecer dispersas en la
literatura o en las producciones de aula y facilitar su uso en analisis didactico y

planificacion.

Tabla 13. Criterios para seleccionar manipulativos en tareas de area

Criterio Pregunta de disefio Indicador de calidad
. ¢ Qué relacién matematica Correspondencia clara con
Representacional . L.
representa? unidad o superficie
Perceptivo ¢Qué rasgos pueden distraer? Predominio de rasgos relevantes
. o . Superponer, recortar, iterar,
Operativo ¢ Qué acciones permite? perp
transformar
Transicion ¢Cbémo se conecta con dibujo o | Puente explicito entre acciones
simbolo? y representaciones
- ; Puede usarse por distintos . L, .
Accesibilidad cm P Manipulacién y lectura sencillas
estudiantes?

Elaboracion propia a partir de Byrne et al. (2023), Foulkes et al. (2023) y King et al. (2023).
La lectura de la Tabla 13 confirma que una misma tarea de area puede activar

conocimientos distintos segun la unidad, la representacion, la figura y la exigencia de

justificacién. Por ello, el disefio no deberia evaluar Unicamente la exactitud final, sino
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también la relacion matematica que sostiene el procedimiento y su estabilidad ante una
variacion controlada.

La dimension espacial merece atencion explicita. La medicion de area exige
concebir unidades bidimensionales que recubren una regién, coordinar partes y
totalidad, y anticipar transformaciones que no alteran la cantidad de superficie. Estas
operaciones implican visualizacion, pero no se reducen a una habilidad perceptiva
aislada. La visualizacion se vuelve matemética cuando se articula con propiedades,
relaciones de equivalencia y argumentos. La evidencia contemporanea sobre habilidades
espaciales y rendimiento matematico permite entender por qué tareas de rotacion,
particion, estructuracién y recomposicion pueden contribuir a aprendizajes mas
generales, siempre que se integren al contenido y no se trabajen como ejercicios
desconectados (Byrne et al. (2023); Foulkes et al. (2023); King et al. (2023)).

La evaluacion formativa ofrece un marco operativo para convertir estas
observaciones en decisiones de ensefianza. La pregunta clave no es solo si el estudiante
llegd a un resultado, sino qué unidad imagin6, cémo organizé el recubrimiento, qué
relacién utiliz6, cémo verificO su estrategia y si puede sostenerla en una tarea
modificada. La retroalimentacion Util se dirige a una relacion matematica concreta y
abre una nueva oportunidad de accion. De este modo, evaluar y ensefiar dejan de ser
momentos separados: la evidencia recogida durante la actividad permite ajustar el
medio, seleccionar una variante de la tarea o decidir qué conocimiento necesita ser
institucionalizado (Byrne et al. (2023); Foulkes et al. (2023); King et al. (2023)).

En términos curriculares, este enfoque exige continuidad. Las nociones de
comparacion, conservacion, unidad e iteracion deberian reaparecer con creciente
complejidad a lo largo de la primaria, en lugar de quedar encapsuladas en una unidad
teméatica breve. Cada retorno puede incorporar nuevas restricciones: unidades
convencionales, medidas fraccionarias, figuras compuestas, datos incompletos,
problemas inversos o necesidad de justificar generalizaciones. Una progresion de este
tipo conecta la intuicion geométrica con el razonamiento multiplicativo y prepara
aprendizajes posteriores de proporcionalidad, semejanza, superficie y modelizacion.

La diversidad de estudiantes obliga a evitar una Unica via de acceso. Algunos
alumnos se benefician de manipular y superponer; otros de dibujar, verbalizar o usar
una representacion dinamica. Ofrecer multiples representaciones no significa reducir la

exigencia matematica, sino permitir que la relacion central sea accesible desde
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diferentes sistemas semioticos. El criterio de calidad es que todas las vias converjan en
una explicacion controlable: qué se conserva, qué cambia, por qué la unidad elegida es
pertinente y como se puede verificar la medida. Este enfoque resulta compatible con una
ensefianza inclusiva centrada en el razonamiento.

Para el profesorado, la implicacion mas exigente es anticipar estrategias sin
fijarlas. Disefiar una buena situacion supone imaginar procedimientos plausibles, errores
productivos, valores de variables que provoquen cambios y preguntas que permitan
sostener la autonomia. La planificacion se convierte asi en una hipotesis sobre el
funcionamiento del conocimiento en un medio. Durante la clase, esa hipotesis debe
confrontarse con las producciones reales y revisarse cuando las respuestas muestran
relaciones distintas de las previstas. Esta I6gica aproxima la préctica docente a una
investigacion sistematica de la ensefianza.

La expansion cientifica realizada en este libro también permite situar el caso en
una escala adecuada. Las evidencias microdidacticas ofrecen profundidad interpretativa,
mientras que revisiones sistematicas y metaanalisis aportan panoramas mas amplios
sobre patrones, relaciones y efectos. Ninguno de estos niveles sustituye al otro. El caso
explica como puede organizarse una estrategia dentro de una situacion concreta; la
evidencia acumulada ayuda a estimar si el problema observado es recurrente y qué
enfoques han mostrado resultados consistentes. Su integracion fortalece la discusion sin
atribuir al pequefio estudio original alcances que no posee.

Como sintesis, el disefio de experiencias debe combinar comparacion, medicion,
transformacion y argumentacién, con variaciones que permitan observar si el estudiante
conserva el significado al cambiar de unidad, figura o representacion. Esta formulacién
conecta el analisis conceptual con una decision educativa verificable y prepara el paso
hacia el siguiente problema del capitulo. La ensefianza del area como magnitud adquiere
coherencia cuando las tareas, los recursos, las interacciones y la evaluacion apuntan a
las mismas relaciones matematicas. El objetivo no es prolongar indefinidamente
experiencias manipulativas ni retrasar el simbolismo, sino asegurar que la economia de
la formula sea el punto de llegada de una estructura comprensible y que, una vez
introducida, pueda volver a justificarse desde unidades, transformaciones y relaciones
espaciales.

Desde una perspectiva epistemologica, el papel de recortes, unidades mdviles,

mosaicos y otros objetos como mediadores entre acciones fisicas y relaciones
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matematicas también permite comprender que los conceptos escolares son el resultado
de una organizacion progresiva de experiencias y relaciones. La historia de la medicion
muestra que cuantificar una superficie supone estabilizar unidades, operaciones de
composicion y criterios de equivalencia; la ensefianza reproduce parcialmente ese
desafio a escala cognitiva. Por eso, saltar directamente a una notacion eficiente puede
ocultar los problemas que la propia matematica tuvo que resolver: qué cuenta como la
misma cantidad de superficie, cbmo se comparan regiones no superponibles y de qué
manera una unidad puede iterarse de forma coherente. (Byrne et al. (2023); Foulkes et
al. (2023); King et al. (2023)) proporciona antecedentes para disefiar tareas donde esas
relaciones se conviertan en objeto de reflexién y no permanezcan como supuestos
invisibles detras de un algoritmo.

Una forma de operacionalizar este enfoque consiste en construir secuencias de
tareas que mantengan estable el conocimiento central y modifiquen una condicién a la
vez. A partir de la secuencia concreta—representacional-simbolica es productiva cuando
cada representacion conserva explicitamente las relaciones matematicas relevantes,
puede variarse la forma sin cambiar el area, cambiar la unidad manteniendo la region,
retirar gradualmente la cuadricula o pedir que una estrategia sea explicada con una
representacion distinta. La comparacion entre soluciones se vuelve entonces parte del
contenido: obliga a identificar qué informacion es matematica y cuél pertenece solo al
dibujo o al material. Esta logica favorece que el estudiante formule conjeturas,
encuentre contraejemplos y desarrolle criterios para elegir procedimientos, en lugar de
asociar cada apariencia visual con una regla aislada. La variacion controlada es, ademas,
un recurso potente para el docente porque hace observable la estabilidad o fragilidad de
la comprension.

En términos de investigacion educativa, el docente debe preguntar qué
representa cada pieza, qué unidad conserva y cémo se traduce la accion fisica a una
afirmacion matematica plantea una exigencia metodoldgica: separar cuidadosamente
desempefio inmediato, comprension conceptual y transferencia. Una secuencia puede
mejorar la ejecucion durante la sesion porque ofrece apoyos visibles, sin que ello
implique que el estudiante haya internalizado la estructura necesaria para resolver una
tarea distante. Por eso son relevantes las pruebas diferidas, las representaciones
novedosas Y la solicitud de justificaciones. La tesis de origen ya ofrece una sefial en esa

direccién al incluir una segunda actividad una semana después; la literatura
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contemporanea sobre progresiones y evaluacion formativa permite ampliar ese criterio y
proponer seguimientos mas extensos. De este modo, el disefio de ensefianza y el disefio
de investigacidn convergen en una misma pregunta: qué evidencia permite afirmar que
el conocimiento funciona més alla de la situacién en la que fue construido (Byrne et al.
(2023); Foulkes et al. (2023); King et al. (2023)).

En suma, este apartado refuerza una idea transversal del libro: comprender area
supone coordinar relaciones geométricas, métricas y representacionales y poder
justificar su funcionamiento cuando cambian las condiciones de la tarea. Esta
coordinacion prepara el terreno para el siguiente apartado, donde el anélisis desplaza el

énfasis hacia una dimensién complementaria del mismo problema.

4.2 CUADRICULAS, MALLAS Y ESTRUCTURACION
ESPACIAL

El ndcleo de este apartado es el uso de cuadriculas como soporte para identificar
unidades bidimensionales, organizar recubrimientos y construir arreglos rectangulares.
Este desplazamiento conceptual resulta decisivo porque el &rea no se aprende de manera
solida cuando se presenta Gnicamente como una operacion aritmética asociada a ciertas
figuras. La matematica escolar necesita construir un puente entre experiencias de
comparacién y transformacion, representaciones geométricas y cuantificacién. Desde
esta perspectiva, el aprendizaje se entiende como una reorganizacion progresiva de
relaciones: qué se mide, con qué unidad se compara, qué transformaciones conservan la
magnitud y cémo se justifican los resultados. (Clements et al. (2018); Battista (2004);
Idrus et al. (2022)) ofrece un marco convergente para interpretar este transito y para
diferenciar el conocimiento que permite ejecutar un célculo del conocimiento que
permite explicar por qué ese calculo representa una medida de area.

La investigacion que sirve de base a esta obra aporta un referente empirico
especialmente util: la cuadricula fue el recurso més utilizado por las participantes del
estudio y facilitd numerosos procedimientos de conteo y descomposicién. Este dato no
se utiliza aqui como ilustracion anecdética, sino como evidencia situada de los
problemas conceptuales que aparecen cuando el estudiante debe actuar sin una formula
inmediatamente disponible. La riqueza del caso reside en que registra procedimientos,
conversaciones y cambios de estrategia, por lo que permite reconstruir el razonamiento
y no solo clasificar respuestas como correctas o incorrectas. La lectura editorial del

estudio preserva esta evidencia, pero la inserta en un marco cientifico mas amplio para
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evitar que la interpretacion quede restringida a las condiciones particulares del aula
observada (Castillo Pérez, 2015).

La literatura especializada amplia esta lectura al sefialar que sin embargo, una
cuadricula puede inducir conteo mecanico si no se exige justificar la unidad, coordinar
filas y columnas o explicar equivalencias. En consecuencia, la comprension del area
puede describirse como una red de coordinaciones entre atributos geométricos,
unidades, representaciones y operaciones. Cuando una de estas coordinaciones falta, el
estudiante puede producir una respuesta numérica plausible sin controlar el significado
de la magnitud. Por ello, la ensefianza conceptual no se opone a la eficiencia
procedimental; su finalidad es que la eficiencia se apoye en estructuras que puedan
recuperarse, explicarse y transferirse. (Clements et al. (2018); Battista (2004); Idrus et
al. (2022)) coincide en que la calidad del conocimiento se hace visible cuando el
alumno puede cambiar de representacion o de estrategia sin perder el control sobre la
relacion matematica central.

Un mecanismo particularmente relevante es que la estructuracion espacial
transforma una coleccion de cuadrados en un sistema organizado y prepara el paso hacia
relaciones multiplicativas. Esta idea permite transformar la tarea didactica: ya no se
trata solo de pedir un ndmero, sino de disefiar condiciones para que determinadas
relaciones sean necesarias. El estudiante debe decidir qué conservar, qué transformar y
qué informacion resulta pertinente. Las tareas con variaciones controladas pueden
provocar una ruptura de estrategias fragiles y favorecer otras mas generales. Esa
reorganizacion constituye una sefial de aprendizaje mas potente que la repeticion exitosa
de un mismo tipo de ejercicio, porque muestra que el conocimiento empieza a funcionar
como herramienta para anticipar y justificar acciones matematicas.

Desde el punto de vista del disefio de ensefianza, alternar cuadriculas completas,
parciales y ausentes permite observar si la estructura se ha internalizado o depende de
marcas externas. La consigna, los materiales y las representaciones deben sostener la
actividad intelectual sin sustituirla. Una tarea demasiado guiada convierte el
procedimiento en obediencia; una tarea demasiado abierta puede dispersar la atencion y
ocultar el objeto matematico. El equilibrio consiste en restringir suficientemente el
medio para que las estrategias relevantes tengan consecuencias observables y, al mismo
tiempo, conservar un espacio de decisién para el estudiante. En esta ldgica, la

intervencion docente se orienta a pedir razones, comparar procedimientos y devolver
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preguntas que obliguen a revisar la coherencia de las soluciones, antes que a indicar el
algoritmo esperado.

Conviene introducir una cautela: las mallas triangulares y unidades no cuadradas
amplian el repertorio y obligan a razonar sobre equivalencia entre unidades de forma
diferente. Esta precision evita convertir recursos, teorias 0 procedimientos en recetas
universales. Una cuadricula, un manipulativo, una formula o un software no poseen
eficacia didactica por si mismos; su funcion depende de la relacion que la tarea
establezca entre el recurso y el conocimiento. Incluso una estrategia matematicamente
valida puede convertirse en obstaculo si se aplica de manera rigida fuera de las
condiciones que justifican su uso. El analisis didactico debe, por tanto, atender a la
estructura del problema, a los conocimientos previos y a las decisiones que el medio
hace posibles 0 necesarias.

Una consecuencia para el aprendizaje es que las respuestas parciales deben
leerse como configuraciones de conocimiento, no como simples fallas. Un estudiante
puede reconocer una unidad de area y, sin embargo, no estructurarla en filas y
columnas; puede descomponer una figura correctamente y recomponer mal sus areas; o
puede calcular una medida con precisién sin distinguir la magnitud del nimero. Esta
granularidad explica por qué una evaluacion basada solo en aciertos pierde informacion
crucial. Los niveles de razonamiento y las trayectorias de aprendizaje permiten describir
qué relaciones estan disponibles y cuales requieren nuevas experiencias, especialmente
cuando se combinan observaciones, producciones graficas y explicaciones verbales
(Clements et al. (2018); Battista (2004); Idrus et al. (2022)).

El lenguaje cumple aqui una funcion epistemoldgica. Expresiones como
superficie, area, medida, unidad, cuadrado, lado o perimetro no son intercambiables,
aungue en la conversacion cotidiana puedan mezclarse. La precisioén verbal ayuda a
estabilizar distinciones que después sostienen la simbolizacion. Sin embargo, la
correccion terminoldgica no debe preceder mecanicamente a la comprension: puede
emerger de la necesidad de comunicar diferencias entre procedimientos y resultados. La
institucionalizacion docente tiene sentido cuando nombra relaciones que los estudiantes
ya han encontrado o que necesitan reorganizar, conectando producciones personales con
una forma matematica compartida y culturalmente estable.

El contraste entre representaciones es otra herramienta de profundizacion. Una

misma relacion puede expresarse mediante recortes, una cuadricula, una tabla de
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medidas, un diagrama, una expresion multiplicativa o una construccion dindmica.
Cuando el estudiante puede explicar como se conserva el significado al pasar de una
representacion a otra, aumenta la probabilidad de que el conocimiento sea flexible.
Cuando solo domina una representacion, la aparente comprension puede depender de
sefiales perceptivas especificas. Por ello, resulta valioso retirar gradualmente apoyos
visibles, introducir unidades no convencionales y plantear figuras cuya orientacion o
complejidad impida reconocer de inmediato una formula conocida.

La Tabla 14 organiza los elementos centrales de esta discusion en un formato
comparativo. Su funcion es hacer visibles relaciones que suelen aparecer dispersas en la
literatura o en las producciones de aula y facilitar su uso en analisis didactico y

planificacion.

Tabla 14. Variaciones de cuadricula para diagnosticar estructuracion

Formato

Qué hace visible

Qué permite diagnosticar

Cuadricula completa

Todas las unidades

Conteo y reconocimiento de
unidad

Cuadricula parcial

Algunas filas/columnas

Reconstruccién de estructura

Malla triangular

Unidad no cuadrada

Equivalencias y particion

Sin cuadricula

Solo la figura

Internalizacion de estructura

Figura no alineada

Intersecciones fraccionarias

Composicion de partes y

estimacion
Elaboracion propia a partir de Clements et al. (2018), Battista (2004) y Silva (2010).

La lectura de la Tabla 14 confirma que una misma tarea de area puede activar
conocimientos distintos segln la unidad, la representacion, la figura y la exigencia de
justificacién. Por ello, el disefio no deberia evaluar Unicamente la exactitud final, sino
también la relacién matematica que sostiene el procedimiento y su estabilidad ante una
variacion controlada.

La dimension espacial merece atencién explicita. La medicién de area exige
concebir unidades bidimensionales que recubren una regién, coordinar partes y
totalidad, y anticipar transformaciones que no alteran la cantidad de superficie. Estas
operaciones implican visualizacion, pero no se reducen a una habilidad perceptiva
aislada. La visualizacion se vuelve matematica cuando se articula con propiedades,
relaciones de equivalencia y argumentos. La evidencia contemporanea sobre habilidades
espaciales y rendimiento matematico permite entender por qué tareas de rotacion,
particion, estructuracion y recomposicion pueden contribuir a aprendizajes mas
generales, siempre que se integren al contenido y no se trabajen como ejercicios
desconectados (Clements et al. (2018); Battista (2004); Idrus et al. (2022)).
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La evaluacion formativa ofrece un marco operativo para convertir estas
observaciones en decisiones de ensefianza. La pregunta clave no es solo si el estudiante
lleg6é a un resultado, sino qué unidad imagin6, como organiz6 el recubrimiento, qué
relacion utiliz6, como verificd su estrategia y si puede sostenerla en una tarea
modificada. La retroalimentacion atil se dirige a una relacion matematica concreta y
abre una nueva oportunidad de accion. De este modo, evaluar y ensefiar dejan de ser
momentos separados: la evidencia recogida durante la actividad permite ajustar el
medio, seleccionar una variante de la tarea o decidir qué conocimiento necesita ser
institucionalizado (Clements et al. (2018); Battista (2004); Idrus et al. (2022)).

En términos curriculares, este enfoque exige continuidad. Las nociones de
comparacion, conservacion, unidad e iteracion deberian reaparecer con creciente
complejidad a lo largo de la primaria, en lugar de quedar encapsuladas en una unidad
tematica breve. Cada retorno puede incorporar nuevas restricciones: unidades
convencionales, medidas fraccionarias, figuras compuestas, datos incompletos,
problemas inversos o necesidad de justificar generalizaciones. Una progresion de este
tipo conecta la intuicion geométrica con el razonamiento multiplicativo y prepara
aprendizajes posteriores de proporcionalidad, semejanza, superficie y modelizacion.

La diversidad de estudiantes obliga a evitar una Unica via de acceso. Algunos
alumnos se benefician de manipular y superponer; otros de dibujar, verbalizar o usar
una representacion dinamica. Ofrecer multiples representaciones no significa reducir la
exigencia matematica, sino permitir que la relacion central sea accesible desde
diferentes sistemas semioticos. El criterio de calidad es que todas las vias converjan en
una explicacion controlable: qué se conserva, qué cambia, por qué la unidad elegida es
pertinente y cdmo se puede verificar la medida. Este enfoque resulta compatible con una
ensefianza inclusiva centrada en el razonamiento.

Para el profesorado, la implicacion mas exigente es anticipar estrategias sin
fijarlas. Disefiar una buena situacion supone imaginar procedimientos plausibles, errores
productivos, valores de variables que provoquen cambios y preguntas que permitan
sostener la autonomia. La planificacion se convierte asi en una hipotesis sobre el
funcionamiento del conocimiento en un medio. Durante la clase, esa hipotesis debe
confrontarse con las producciones reales y revisarse cuando las respuestas muestran
relaciones distintas de las previstas. Esta logica aproxima la practica docente a una

investigacion sistematica de la ensefianza.

Veronica Milagros Castillo Perez 132



Construccion del concepto de area como magnitud
De la teoria de situaciones didacticas a las aulas de educacién primaria

La expansion cientifica realizada en este libro también permite situar el caso en
una escala adecuada. Las evidencias microdidacticas ofrecen profundidad interpretativa,
mientras que revisiones sistematicas y metaanalisis aportan panoramas mas amplios
sobre patrones, relaciones y efectos. Ninguno de estos niveles sustituye al otro. El caso
explica como puede organizarse una estrategia dentro de una situacién concreta; la
evidencia acumulada ayuda a estimar si el problema observado es recurrente y qué
enfoques han mostrado resultados consistentes. Su integracion fortalece la discusion sin
atribuir al pequefio estudio original alcances que no posee.

Como sintesis, el disefio de experiencias debe combinar comparacion, medicion,
transformacion y argumentacion, con variaciones que permitan observar si el estudiante
conserva el significado al cambiar de unidad, figura o representacion. Esta formulacion
conecta el analisis conceptual con una decision educativa verificable y prepara el paso
hacia el siguiente problema del capitulo. La ensefianza del area como magnitud adquiere
coherencia cuando las tareas, los recursos, las interacciones y la evaluacion apuntan a
las mismas relaciones matematicas. El objetivo no es prolongar indefinidamente
experiencias manipulativas ni retrasar el simbolismo, sino asegurar que la economia de
la formula sea el punto de llegada de una estructura comprensible y que, una vez
introducida, pueda volver a justificarse desde unidades, transformaciones y relaciones
espaciales.

Desde una perspectiva epistemologica, el uso de cuadriculas como soporte para
identificar unidades bidimensionales, organizar recubrimientos y construir arreglos
rectangulares también permite comprender que los conceptos escolares son el resultado
de una organizacién progresiva de experiencias y relaciones. La historia de la medicion
muestra que cuantificar una superficie supone estabilizar unidades, operaciones de
composicion y criterios de equivalencia; la ensefianza reproduce parcialmente ese
desafio a escala cognitiva. Por eso, saltar directamente a una notacion eficiente puede
ocultar los problemas que la propia matematica tuvo que resolver: qué cuenta como la
misma cantidad de superficie, cOmo se comparan regiones no superponibles y de qué
manera una unidad puede iterarse de forma coherente. (Clements et al. (2018); Battista
(2004); Idrus et al. (2022)) proporciona antecedentes para disefiar tareas donde esas
relaciones se conviertan en objeto de reflexiobn y no permanezcan como supuestos

invisibles detras de un algoritmo.
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Una forma de operacionalizar este enfoque consiste en construir secuencias de
tareas que mantengan estable el conocimiento central y modifiquen una condicion a la
vez. A partir de alternar cuadriculas completas, parciales y ausentes permite observar si
la estructura se ha internalizado o depende de marcas externas, puede variarse la forma
sin cambiar el area, cambiar la unidad manteniendo la region, retirar gradualmente la
cuadricula o pedir que una estrategia sea explicada con una representacion distinta. La
comparacion entre soluciones se vuelve entonces parte del contenido: obliga a
identificar qué informacion es matematica y cuél pertenece solo al dibujo o al material.
Esta logica favorece que el estudiante formule conjeturas, encuentre contragjemplos y
desarrolle criterios para elegir procedimientos, en lugar de asociar cada apariencia
visual con una regla aislada. La variacion controlada es, ademés, un recurso potente
para el docente porque hace observable la estabilidad o fragilidad de la comprension.

En términos de investigacion educativa, las mallas triangulares y unidades no
cuadradas amplian el repertorio y obligan a razonar sobre equivalencia entre unidades
de forma diferente plantea una exigencia metodoldgica: separar cuidadosamente
desempefio inmediato, comprension conceptual y transferencia. Una secuencia puede
mejorar la ejecucion durante la sesion porque ofrece apoyos visibles, sin que ello
implique que el estudiante haya internalizado la estructura necesaria para resolver una
tarea distante. Por eso son relevantes las pruebas diferidas, las representaciones
novedosas Y la solicitud de justificaciones. La tesis de origen ya ofrece una sefial en esa
direccién al incluir una segunda actividad una semana después; la literatura
contemporanea sobre progresiones y evaluacion formativa permite ampliar ese criterio y
proponer seguimientos mas extensos. De este modo, el disefio de ensefianza y el disefio
de investigacién convergen en una misma pregunta: qué evidencia permite afirmar que
el conocimiento funciona mas alla de la situacion en la que fue construido (Clements et
al. (2018); Battista (2004); Idrus et al. (2022)).

En suma, este apartado refuerza una idea transversal del libro: comprender area
supone coordinar relaciones geométricas, métricas y representacionales y poder
justificar su funcionamiento cuando cambian las condiciones de la tarea. Esta
coordinacion prepara el terreno para el siguiente apartado, donde el anélisis desplaza el

énfasis hacia una dimension complementaria del mismo problema.
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4.3 VISUALIZACION ESPACIAL Y PENSAMIENTO
GEOMETRICO

El nucleo de este apartado es la visualizacion espacial como capacidad para
transformar, coordinar y anticipar relaciones geomeétricas en tareas de medicion de area.
Este desplazamiento conceptual resulta decisivo porque el &rea no se aprende de manera
solida cuando se presenta nicamente como una operacion aritmética asociada a ciertas
figuras. La matematica escolar necesita construir un puente entre experiencias de
comparacion y transformacion, representaciones geomeétricas y cuantificacion. Desde
esta perspectiva, el aprendizaje se entiende como una reorganizacion progresiva de
relaciones: qué se mide, con qué unidad se compara, qué transformaciones conservan la
magnitud y cémo se justifican los resultados. (Atit et al. (2022); Hawes et al. (2022);
Harris et al. (2023)) ofrece un marco convergente para interpretar este transito y para
diferenciar el conocimiento que permite ejecutar un célculo del conocimiento que
permite explicar por qué ese calculo representa una medida de area.

La investigacion que sirve de base a esta obra aporta un referente empirico
especialmente util: las estrategias de completar, girar, descomponer y recomponer
observadas en el caso requieren imaginar relaciones entre partes y totalidad. Este dato
no se utiliza aqui como ilustracién anecddtica, sino como evidencia situada de los
problemas conceptuales que aparecen cuando el estudiante debe actuar sin una formula
inmediatamente disponible. La riqueza del caso reside en que registra procedimientos,
conversaciones y cambios de estrategia, por lo que permite reconstruir el razonamiento
y no solo clasificar respuestas como correctas o incorrectas. La lectura editorial del
estudio preserva esta evidencia, pero la inserta en un marco cientifico mas amplio para
evitar que la interpretacion quede restringida a las condiciones particulares del aula
observada (Castillo Pérez, 2015).

La literatura especializada amplia esta lectura al sefialar que los metaanalisis
encuentran una relacion positiva entre habilidades espaciales y rendimiento matematico,
y efectos de entrenamientos espaciales sobre diversos resultados matematicos. En
consecuencia, la comprension del area puede describirse como una red de
coordinaciones entre atributos geométricos, unidades, representaciones y operaciones.
Cuando una de estas coordinaciones falta, el estudiante puede producir una respuesta
numérica plausible sin controlar el significado de la magnitud. Por ello, la ensefianza

conceptual no se opone a la eficiencia procedimental; su finalidad es que la eficiencia se
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apoye en estructuras que puedan recuperarse, explicarse y transferirse. (Atit et al.
(2022); Hawes et al. (2022); Harris et al. (2023)) coincide en que la calidad del
conocimiento se hace visible cuando el alumno puede cambiar de representacion o de
estrategia sin perder el control sobre la relacion matematica central.

Un mecanismo particularmente relevante es que en area, la visualizacion ayuda a
reconocer unidades ausentes, imaginar filas internas, comparar configuraciones y
justificar transformaciones conservativas. Esta idea permite transformar la tarea
didactica: ya no se trata solo de pedir un numero, sino de disefiar condiciones para que
determinadas relaciones sean necesarias. El estudiante debe decidir qué conservar, qué
transformar y qué informacion resulta pertinente. Las tareas con variaciones controladas
pueden provocar una ruptura de estrategias fragiles y favorecer otras méas generales. Esa
reorganizacion constituye una sefial de aprendizaje mas potente que la repeticion exitosa
de un mismo tipo de ejercicio, porque muestra que el conocimiento empieza a funcionar
como herramienta para anticipar y justificar acciones matematicas.

Desde el punto de vista del disefio de ensefianza, el trabajo espacial debe
integrarse a la argumentacién matematica para no convertirse en mero entrenamiento
perceptivo. La consigna, los materiales y las representaciones deben sostener la
actividad intelectual sin sustituirla. Una tarea demasiado guiada convierte el
procedimiento en obediencia; una tarea demasiado abierta puede dispersar la atencion y
ocultar el objeto matematico. El equilibrio consiste en restringir suficientemente el
medio para que las estrategias relevantes tengan consecuencias observables y, al mismo
tiempo, conservar un espacio de decision para el estudiante. En esta l6gica, la
intervencion docente se orienta a pedir razones, comparar procedimientos y devolver
preguntas que obliguen a revisar la coherencia de las soluciones, antes que a indicar el
algoritmo esperado.

Conviene introducir una cautela: dibujos, gestos, plegados, rotaciones y software
dindmico pueden coordinarse para construir representaciones estables y transferibles.
Esta precisidn evita convertir recursos, teorias o procedimientos en recetas universales.
Una cuadricula, un manipulativo, una férmula o un software no poseen eficacia
didactica por si mismos; su funcion depende de la relacion que la tarea establezca entre
el recurso y el conocimiento. Incluso una estrategia matematicamente valida puede
convertirse en obstaculo si se aplica de manera rigida fuera de las condiciones que

justifican su uso. El andlisis didactico debe, por tanto, atender a la estructura del
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problema, a los conocimientos previos y a las decisiones que el medio hace posibles o
necesarias.

Una consecuencia para el aprendizaje es que las respuestas parciales deben
leerse como configuraciones de conocimiento, no como simples fallas. Un estudiante
puede reconocer una unidad de area y, sin embargo, no estructurarla en filas y
columnas; puede descomponer una figura correctamente y recomponer mal sus areas; o
puede calcular una medida con precision sin distinguir la magnitud del namero. Esta
granularidad explica por qué una evaluacion basada solo en aciertos pierde informacion
crucial. Los niveles de razonamiento y las trayectorias de aprendizaje permiten describir
qué relaciones estan disponibles y cudles requieren nuevas experiencias, especialmente
cuando se combinan observaciones, producciones graficas y explicaciones verbales
(Atit et al. (2022); Hawes et al. (2022); Harris et al. (2023)).

El lenguaje cumple aqui una funcion epistemoldgica. Expresiones como
superficie, area, medida, unidad, cuadrado, lado o perimetro no son intercambiables,
aunque en la conversacion cotidiana puedan mezclarse. La precision verbal ayuda a
estabilizar distinciones que después sostienen la simbolizacion. Sin embargo, la
correccion terminoldgica no debe preceder mecanicamente a la comprension: puede
emerger de la necesidad de comunicar diferencias entre procedimientos y resultados. La
institucionalizacion docente tiene sentido cuando nombra relaciones que los estudiantes
ya han encontrado o que necesitan reorganizar, conectando producciones personales con
una forma matematica compartida y culturalmente estable.

El contraste entre representaciones es otra herramienta de profundizacién. Una
misma relacion puede expresarse mediante recortes, una cuadricula, una tabla de
medidas, un diagrama, una expresion multiplicativa o una construccion dindmica.
Cuando el estudiante puede explicar como se conserva el significado al pasar de una
representacion a otra, aumenta la probabilidad de que el conocimiento sea flexible.
Cuando solo domina una representacion, la aparente comprension puede depender de
sefiales perceptivas especificas. Por ello, resulta valioso retirar gradualmente apoyos
visibles, introducir unidades no convencionales y plantear figuras cuya orientacion o
complejidad impida reconocer de inmediato una férmula conocida.

La Tabla 15 organiza los elementos centrales de esta discusion en un formato

comparativo. Su funcion es hacer visibles relaciones que suelen aparecer dispersas en la
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literatura o en las producciones de aula y facilitar su uso en analisis didactico y

planificacion.

Tabla 15. Procesos espaciales vinculados a la medicion de area

Proceso espacial Manifestacién matematica Tarea sugerida
Estructuracion Organiza unidades en arreglo Completar filas ausentes
Rotacién mental Reconoce equivalencia bajo giro | Comparar figuras rotadas
Descomposicion Identifica partes constitutivas Separar figura compuesta
Recomposicion Anticipa nueva configuracion Reordenar piezas con igual area
Visualizacion interna Imagina unidades no dibujadas Mallas parciales

Elaboracion propia a partir de Atit et al. (2022), Hawes et al. (2022) y Harris et al. (2023).
La lectura de la Tabla 15 confirma que una misma tarea de area puede activar

conocimientos distintos segun la unidad, la representacion, la figura y la exigencia de
justificacién. Por ello, el disefio no deberia evaluar Unicamente la exactitud final, sino
también la relacion matematica que sostiene el procedimiento y su estabilidad ante una
variacion controlada.

La dimension espacial merece atencion explicita. La medicién de area exige
concebir unidades bidimensionales que recubren una regién, coordinar partes y
totalidad, y anticipar transformaciones que no alteran la cantidad de superficie. Estas
operaciones implican visualizacion, pero no se reducen a una habilidad perceptiva
aislada. La visualizacion se vuelve matematica cuando se articula con propiedades,
relaciones de equivalencia y argumentos. La evidencia contemporanea sobre habilidades
espaciales y rendimiento matematico permite entender por qué tareas de rotacion,
particion, estructuracién y recomposicion pueden contribuir a aprendizajes mas
generales, siempre que se integren al contenido y no se trabajen como ejercicios
desconectados (Atit et al. (2022); Hawes et al. (2022); Harris et al. (2023)).

La evaluacion formativa ofrece un marco operativo para convertir estas
observaciones en decisiones de ensefianza. La pregunta clave no es solo si el estudiante
llegd a un resultado, sino qué unidad imagin6, cémo organiz6 el recubrimiento, qué
relacién utiliz6, cédmo verificO su estrategia y si puede sostenerla en una tarea
modificada. La retroalimentacion atil se dirige a una relacion matematica concreta y
abre una nueva oportunidad de accion. De este modo, evaluar y ensefiar dejan de ser
momentos separados: la evidencia recogida durante la actividad permite ajustar el
medio, seleccionar una variante de la tarea o decidir qué conocimiento necesita ser
institucionalizado (Atit et al. (2022); Hawes et al. (2022); Harris et al. (2023)).

En términos curriculares, este enfoque exige continuidad. Las nociones de

comparacion, conservacion, unidad e iteracion deberian reaparecer con creciente
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complejidad a lo largo de la primaria, en lugar de quedar encapsuladas en una unidad
tematica breve. Cada retorno puede incorporar nuevas restricciones: unidades
convencionales, medidas fraccionarias, figuras compuestas, datos incompletos,
problemas inversos o necesidad de justificar generalizaciones. Una progresion de este
tipo conecta la intuicion geométrica con el razonamiento multiplicativo y prepara
aprendizajes posteriores de proporcionalidad, semejanza, superficie y modelizacion.

La diversidad de estudiantes obliga a evitar una Unica via de acceso. Algunos
alumnos se benefician de manipular y superponer; otros de dibujar, verbalizar o usar
una representacion dinamica. Ofrecer multiples representaciones no significa reducir la
exigencia matematica, sino permitir que la relacion central sea accesible desde
diferentes sistemas semioticos. El criterio de calidad es que todas las vias converjan en
una explicacion controlable: qué se conserva, qué cambia, por qué la unidad elegida es
pertinente y como se puede verificar la medida. Este enfoque resulta compatible con una
ensefianza inclusiva centrada en el razonamiento.

Para el profesorado, la implicacion mas exigente es anticipar estrategias sin
fijarlas. Disefiar una buena situacion supone imaginar procedimientos plausibles, errores
productivos, valores de variables que provoguen cambios y preguntas que permitan
sostener la autonomia. La planificacion se convierte asi en una hipdtesis sobre el
funcionamiento del conocimiento en un medio. Durante la clase, esa hipotesis debe
confrontarse con las producciones reales y revisarse cuando las respuestas muestran
relaciones distintas de las previstas. Esta I6gica aproxima la préctica docente a una
investigacion sistematica de la ensefianza.

La expansion cientifica realizada en este libro también permite situar el caso en
una escala adecuada. Las evidencias microdidacticas ofrecen profundidad interpretativa,
mientras que revisiones sistematicas y metaanalisis aportan panoramas mas amplios
sobre patrones, relaciones y efectos. Ninguno de estos niveles sustituye al otro. El caso
explica como puede organizarse una estrategia dentro de una situacién concreta; la
evidencia acumulada ayuda a estimar si el problema observado es recurrente y qué
enfoques han mostrado resultados consistentes. Su integracion fortalece la discusion sin
atribuir al pequefo estudio original alcances que no posee.

Como sintesis, el disefio de experiencias debe combinar comparacion, medicion,
transformacion y argumentacion, con variaciones que permitan observar si el estudiante

conserva el significado al cambiar de unidad, figura o representacion. Esta formulacién
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conecta el analisis conceptual con una decision educativa verificable y prepara el paso
hacia el siguiente problema del capitulo. La ensefianza del area como magnitud adquiere
coherencia cuando las tareas, los recursos, las interacciones y la evaluacion apuntan a
las mismas relaciones matematicas. El objetivo no es prolongar indefinidamente
experiencias manipulativas ni retrasar el simbolismo, sino asegurar que la economia de
la formula sea el punto de llegada de una estructura comprensible y que, una vez
introducida, pueda volver a justificarse desde unidades, transformaciones y relaciones
espaciales.

Desde una perspectiva epistemoldgica, la visualizacion espacial como capacidad
para transformar, coordinar y anticipar relaciones geométricas en tareas de medicion de
area también permite comprender que los conceptos escolares son el resultado de una
organizacion progresiva de experiencias y relaciones. La historia de la medicién
muestra que cuantificar una superficie supone estabilizar unidades, operaciones de
composicion y criterios de equivalencia; la ensefianza reproduce parcialmente ese
desafio a escala cognitiva. Por eso, saltar directamente a una notacion eficiente puede
ocultar los problemas que la propia matematica tuvo que resolver: qué cuenta como la
misma cantidad de superficie, cOmo se comparan regiones no superponibles y de qué
manera una unidad puede iterarse de forma coherente. (Atit et al. (2022); Hawes et al.
(2022); Harris et al. (2023)) proporciona antecedentes para disefiar tareas donde esas
relaciones se conviertan en objeto de reflexiébn y no permanezcan como supuestos
invisibles detras de un algoritmo.

Una forma de operacionalizar este enfoque consiste en construir secuencias de
tareas que mantengan estable el conocimiento central y modifiquen una condicién a la
vez. A partir de el trabajo espacial debe integrarse a la argumentacion matematica para
no convertirse en mero entrenamiento perceptivo, puede variarse la forma sin cambiar el
area, cambiar la unidad manteniendo la region, retirar gradualmente la cuadricula o
pedir que una estrategia sea explicada con una representacion distinta. La comparacion
entre soluciones se vuelve entonces parte del contenido: obliga a identificar qué
informacién es matematica y cual pertenece solo al dibujo o al material. Esta l6gica
favorece que el estudiante formule conjeturas, encuentre contraejemplos y desarrolle
criterios para elegir procedimientos, en lugar de asociar cada apariencia visual con una
regla aislada. La variacion controlada es, ademas, un recurso potente para el docente

porque hace observable la estabilidad o fragilidad de la comprension.
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En términos de investigacion educativa, dibujos, gestos, plegados, rotaciones y
software dinamico pueden coordinarse para construir representaciones estables y
transferibles plantea una exigencia metodoldgica: separar cuidadosamente desempefio
inmediato, comprension conceptual y transferencia. Una secuencia puede mejorar la
ejecucion durante la sesion porque ofrece apoyos visibles, sin que ello implique que el
estudiante haya internalizado la estructura necesaria para resolver una tarea distante. Por
eso son relevantes las pruebas diferidas, las representaciones novedosas y la solicitud de
justificaciones. La tesis de origen ya ofrece una sefial en esa direccion al incluir una
segunda actividad una semana después; la literatura contemporanea sobre progresiones
y evaluacion formativa permite ampliar ese criterio y proponer seguimientos mas
extensos. De este modo, el disefio de ensefianza y el disefio de investigacion convergen
en una misma pregunta: qué evidencia permite afirmar que el conocimiento funciona
mas alla de la situacion en la que fue construido (Atit et al. (2022); Hawes et al. (2022);
Harris et al. (2023)).

En suma, este apartado refuerza una idea transversal del libro: comprender area
supone coordinar relaciones geométricas, métricas y representacionales y poder
justificar su funcionamiento cuando cambian las condiciones de la tarea. Esta
coordinacion prepara el terreno para el siguiente apartado, donde el anélisis desplaza el

énfasis hacia una dimensién complementaria del mismo problema.

4.4 GEOGEBRA Y GEOMETRIA DINAMICA CON SENTIDO
CONCEPTUAL

El ndcleo de este apartado es el uso de entornos de geometria dinamica para
explorar invariantes, transformar figuras y relacionar representaciones geométricas y
numéricas. Este desplazamiento conceptual resulta decisivo porque el area no se
aprende de manera soOlida cuando se presenta Unicamente como una operacion
aritmética asociada a ciertas figuras. La matematica escolar necesita construir un puente
entre experiencias de comparacion y transformacion, representaciones geométricas y
cuantificacion. Desde esta perspectiva, el aprendizaje se entiende como una
reorganizacion progresiva de relaciones: qué se mide, con qué unidad se compara, qué
transformaciones conservan la magnitud y como se justifican los resultados. (Juandi et
al. (2021); Yohannes y Chen (2023); Suparman et al. (2024); Ng y Rosli (2023)) ofrece

un marco convergente para interpretar este transito y para diferenciar el conocimiento
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que permite ejecutar un calculo del conocimiento que permite explicar por qué ese
calculo representa una medida de area.

La investigacion que sirve de base a esta obra aporta un referente empirico
especialmente atil: la tesis incorpor6 GeoGebra como recurso posible, pero las
estudiantes casi no recurrieron a €l durante la resolucion central y la autora recomendé
una implementacion mas extensa. Este dato no se utiliza aqui como ilustracion
anecdotica, sino como evidencia situada de los problemas conceptuales que aparecen
cuando el estudiante debe actuar sin una férmula inmediatamente disponible. La riqueza
del caso reside en que registra procedimientos, conversaciones y cambios de estrategia,
por lo que permite reconstruir el razonamiento y no solo clasificar respuestas como
correctas o incorrectas. La lectura editorial del estudio preserva esta evidencia, pero la
inserta en un marco cientifico mas amplio para evitar que la interpretacion quede
restringida a las condiciones particulares del aula observada (Castillo Pérez, 2015).

La literatura especializada amplia esta lectura al sefialar que las revisiones
sistematicas y metaandlisis muestran efectos favorables de GeoGebra en aprendizaje
matematico y visualizacion, pero también una concentracion de estudios en niveles
superiores. En consecuencia, la comprension del area puede describirse como una red de
coordinaciones entre atributos geométricos, unidades, representaciones y operaciones.
Cuando una de estas coordinaciones falta, el estudiante puede producir una respuesta
numérica plausible sin controlar el significado de la magnitud. Por ello, la ensefianza
conceptual no se opone a la eficiencia procedimental; su finalidad es que la eficiencia se
apoye en estructuras que puedan recuperarse, explicarse y transferirse. (Juandi et al.
(2021); Yohannes y Chen (2023); Suparman et al. (2024); Ng y Rosli (2023)) coincide
en que la calidad del conocimiento se hace visible cuando el alumno puede cambiar de
representacion o de estrategia sin perder el control sobre la relacién matematica central.

Un mecanismo particularmente relevante es que la tecnologia aporta valor
cuando hace visible una relacion matematica que seria dificil de explorar con rapidez en
papel, no cuando digitaliza una ficha sin alterar el razonamiento. Esta idea permite
transformar la tarea didactica: ya no se trata solo de pedir un nimero, sino de disefiar
condiciones para que determinadas relaciones sean necesarias. El estudiante debe
decidir qué conservar, qué transformar y qué informacion resulta pertinente. Las tareas
con variaciones controladas pueden provocar una ruptura de estrategias fragiles y

favorecer otras mas generales. Esa reorganizacion constituye una sefial de aprendizaje
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mas potente que la repeticion exitosa de un mismo tipo de ejercicio, porque muestra que
el conocimiento empieza a funcionar como herramienta para anticipar y justificar
acciones matematicas.

Desde el punto de vista del disefio de ensefianza, arrastrar vertices conservando
area, comparar unidades o registrar transformaciones son usos potencialmente
coherentes con el enfoque de magnitud. La consigna, los materiales y las
representaciones deben sostener la actividad intelectual sin sustituirla. Una tarea
demasiado guiada convierte el procedimiento en obediencia; una tarea demasiado
abierta puede dispersar la atencion y ocultar el objeto matematico. El equilibrio consiste
en restringir suficientemente el medio para que las estrategias relevantes tengan
consecuencias observables y, al mismo tiempo, conservar un espacio de decision para el
estudiante. En esta logica, la intervencidn docente se orienta a pedir razones, comparar
procedimientos y devolver preguntas que obliguen a revisar la coherencia de las

soluciones, antes que a indicar el algoritmo esperado.

Figura 5. Ecologia de recursos para aprender area

Ecologia de recursos para aprender area

Material Cuadricula / Dibujo y
concretQ maig lenguaje

Simbolos y
formulas

Elaboracion propia a partir de los marcos tedricos y relaciones desarrollados en este libro.

La figura sintetiza relaciones que en el texto se analizan de manera separada. Su
lectura debe hacerse de forma funcional: las flechas representan dependencias o
transiciones didacticas, no una secuencia psicoldgica rigida. El valor del esquema
consiste en ayudar a identificar qué componentes deben coordinarse cuando se disefia 0

interpreta una situacion de aprendizaje del area.
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Conviene introducir una cautela: la planificacion debe anticipar carga cognitiva,
dominio instrumental, disponibilidad de dispositivos 'y momentos de
institucionalizacion. Esta precision evita convertir recursos, teorias o procedimientos en
recetas universales. Una cuadricula, un manipulativo, una férmula o un software no
poseen eficacia didactica por si mismos; su funcion depende de la relacion que la tarea
establezca entre el recurso y el conocimiento. Incluso una estrategia matematicamente
valida puede convertirse en obstaculo si se aplica de manera rigida fuera de las
condiciones que justifican su uso. El analisis didactico debe, por tanto, atender a la
estructura del problema, a los conocimientos previos y a las decisiones que el medio
hace posibles 0 necesarias.

Una consecuencia para el aprendizaje es que las respuestas parciales deben
leerse como configuraciones de conocimiento, no como simples fallas. Un estudiante
puede reconocer una unidad de area y, sin embargo, no estructurarla en filas y
columnas; puede descomponer una figura correctamente y recomponer mal sus areas; o
puede calcular una medida con precision sin distinguir la magnitud del nimero. Esta
granularidad explica por qué una evaluacion basada solo en aciertos pierde informacién
crucial. Los niveles de razonamiento y las trayectorias de aprendizaje permiten describir
qué relaciones estan disponibles y cudles requieren nuevas experiencias, especialmente
cuando se combinan observaciones, producciones graficas y explicaciones verbales
(Juandi et al. (2021); Yohannes y Chen (2023); Suparman et al. (2024); Ng y Rosli
(2023)).

El lenguaje cumple aqui una funcion epistemoldgica. Expresiones como
superficie, area, medida, unidad, cuadrado, lado o perimetro no son intercambiables,
aunque en la conversacion cotidiana puedan mezclarse. La precision verbal ayuda a
estabilizar distinciones que después sostienen la simbolizacion. Sin embargo, la
correccion terminoldgica no debe preceder mecanicamente a la comprension: puede
emerger de la necesidad de comunicar diferencias entre procedimientos y resultados. La
institucionalizacion docente tiene sentido cuando nombra relaciones que los estudiantes
ya han encontrado 0 que necesitan reorganizar, conectando producciones personales con
una forma matematica compartida y culturalmente estable.

El contraste entre representaciones es otra herramienta de profundizacién. Una
misma relacion puede expresarse mediante recortes, una cuadricula, una tabla de

medidas, un diagrama, una expresion multiplicativa o0 una construccion dinamica.
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Cuando el estudiante puede explicar como se conserva el significado al pasar de una
representacion a otra, aumenta la probabilidad de que el conocimiento sea flexible.
Cuando solo domina una representacion, la aparente comprension puede depender de
sefiales perceptivas especificas. Por ello, resulta valioso retirar gradualmente apoyos
visibles, introducir unidades no convencionales y plantear figuras cuya orientaciéon o
complejidad impida reconocer de inmediato una férmula conocida.

La Tabla 16 organiza los elementos centrales de esta discusion en un formato
comparativo. Su funcion es hacer visibles relaciones que suelen aparecer dispersas en la

literatura o en las producciones de aula y facilitar su uso en analisis didactico y

planificacion.
Tabla 16. Usos de GeoGebra alineados con el concepto de &rea como magnitud
Uso Accidn del estudiante Relacién matemética
Aurrastre con restricciones Modifica forma Ir)varlapma y dependencia entre
dimensiones

Construccion de unidades Recubre dindmicamente Iteracion y equivalencia
Descomposicién movil Separa y reubica partes Aditividad y conservacién
Comparacion de medidas Cambia unidad o figura Diferencia rea—medida
Registro dindmico Observa valores y cambios Conecta geométrico y numérico

Elaboracion propia a partir de Juandi et al. (2021), Yohannes y Chen (2023) y Suparman et al. (2024).
La lectura de la Tabla 16 confirma que una misma tarea de area puede activar

conocimientos distintos segun la unidad, la representacién, la figura y la exigencia de
justificacién. Por ello, el disefio no deberia evaluar Unicamente la exactitud final, sino
también la relacion matematica que sostiene el procedimiento y su estabilidad ante una
variacion controlada.

La dimension espacial merece atencién explicita. La medicién de area exige
concebir unidades bidimensionales que recubren una regién, coordinar partes y
totalidad, y anticipar transformaciones que no alteran la cantidad de superficie. Estas
operaciones implican visualizacion, pero no se reducen a una habilidad perceptiva
aislada. La visualizacion se vuelve matematica cuando se articula con propiedades,
relaciones de equivalencia y argumentos. La evidencia contemporanea sobre habilidades
espaciales y rendimiento matematico permite entender por qué tareas de rotacion,
particion, estructuracion y recomposicion pueden contribuir a aprendizajes mas
generales, siempre que se integren al contenido y no se trabajen como ejercicios
desconectados (Juandi et al. (2021); Yohannes y Chen (2023); Suparman et al. (2024);
Ng y Rosli (2023)).
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La evaluacion formativa ofrece un marco operativo para convertir estas
observaciones en decisiones de ensefianza. La pregunta clave no es solo si el estudiante
lleg6é a un resultado, sino qué unidad imagin6, cdmo organizo6 el recubrimiento, qué
relacion utiliz6, como verificd su estrategia y si puede sostenerla en una tarea
modificada. La retroalimentacion atil se dirige a una relacion matematica concreta y
abre una nueva oportunidad de accion. De este modo, evaluar y ensefiar dejan de ser
momentos separados: la evidencia recogida durante la actividad permite ajustar el
medio, seleccionar una variante de la tarea o decidir qué conocimiento necesita ser
institucionalizado (Juandi et al. (2021); Yohannes y Chen (2023); Suparman et al.
(2024); Ng y Rosli (2023)).

En términos curriculares, este enfoque exige continuidad. Las nociones de
comparacion, conservacion, unidad e iteracion deberian reaparecer con creciente
complejidad a lo largo de la primaria, en lugar de quedar encapsuladas en una unidad
teméatica breve. Cada retorno puede incorporar nuevas restricciones: unidades
convencionales, medidas fraccionarias, figuras compuestas, datos incompletos,
problemas inversos o necesidad de justificar generalizaciones. Una progresion de este
tipo conecta la intuicion geométrica con el razonamiento multiplicativo y prepara
aprendizajes posteriores de proporcionalidad, semejanza, superficie y modelizacion.

La diversidad de estudiantes obliga a evitar una Unica via de acceso. Algunos
alumnos se benefician de manipular y superponer; otros de dibujar, verbalizar o usar
una representacion dindmica. Ofrecer multiples representaciones no significa reducir la
exigencia matematica, sino permitir que la relacion central sea accesible desde
diferentes sistemas semioticos. El criterio de calidad es que todas las vias converjan en
una explicacion controlable: qué se conserva, qué cambia, por qué la unidad elegida es
pertinente y como se puede verificar la medida. Este enfoque resulta compatible con una
ensefianza inclusiva centrada en el razonamiento.

Para el profesorado, la implicacion mas exigente es anticipar estrategias sin
fijarlas. Disefiar una buena situacion supone imaginar procedimientos plausibles, errores
productivos, valores de variables que provoquen cambios y preguntas que permitan
sostener la autonomia. La planificacion se convierte asi en una hipotesis sobre el
funcionamiento del conocimiento en un medio. Durante la clase, esa hipotesis debe

confrontarse con las producciones reales y revisarse cuando las respuestas muestran
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relaciones distintas de las previstas. Esta l6gica aproxima la préctica docente a una
investigacion sistematica de la ensefianza.

La expansion cientifica realizada en este libro también permite situar el caso en
una escala adecuada. Las evidencias microdidacticas ofrecen profundidad interpretativa,
mientras que revisiones sistematicas y metaanalisis aportan panoramas mas amplios
sobre patrones, relaciones y efectos. Ninguno de estos niveles sustituye al otro. El caso
explica como puede organizarse una estrategia dentro de una situacion concreta; la
evidencia acumulada ayuda a estimar si el problema observado es recurrente y qué
enfoques han mostrado resultados consistentes. Su integracion fortalece la discusion sin
atribuir al pequefo estudio original alcances que no posee.

Como sintesis, el disefio de experiencias debe combinar comparacion, medicion,
transformacion y argumentacién, con variaciones que permitan observar si el estudiante
conserva el significado al cambiar de unidad, figura o representacion. Esta formulacién
conecta el analisis conceptual con una decision educativa verificable y prepara el paso
hacia el siguiente problema del capitulo. La ensefianza del area como magnitud adquiere
coherencia cuando las tareas, los recursos, las interacciones y la evaluacion apuntan a
las mismas relaciones matematicas. El objetivo no es prolongar indefinidamente
experiencias manipulativas ni retrasar el simbolismo, sino asegurar que la economia de
la formula sea el punto de llegada de una estructura comprensible y que, una vez
introducida, pueda volver a justificarse desde unidades, transformaciones y relaciones
espaciales.

Desde una perspectiva epistemoldgica, el uso de entornos de geometria dinamica
para explorar invariantes, transformar figuras y relacionar representaciones geométricas
y numeéricas también permite comprender que los conceptos escolares son el resultado
de una organizacion progresiva de experiencias y relaciones. La historia de la medicion
muestra que cuantificar una superficie supone estabilizar unidades, operaciones de
composicion y criterios de equivalencia; la ensefianza reproduce parcialmente ese
desafio a escala cognitiva. Por eso, saltar directamente a una notacion eficiente puede
ocultar los problemas que la propia matematica tuvo que resolver: qué cuenta como la
misma cantidad de superficie, cOmo se comparan regiones no superponibles y de qué
manera una unidad puede iterarse de forma coherente. (Juandi et al. (2021); Yohannes y

Chen (2023); Suparman et al. (2024); Ng y Rosli (2023)) proporciona antecedentes para
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disefiar tareas donde esas relaciones se conviertan en objeto de reflexion y no
permanezcan como supuestos invisibles detras de un algoritmo.

Una forma de operacionalizar este enfoque consiste en construir secuencias de
tareas que mantengan estable el conocimiento central y modifiquen una condicion a la
vez. A partir de arrastrar vértices conservando area, comparar unidades o registrar
transformaciones son usos potencialmente coherentes con el enfoque de magnitud,
puede variarse la forma sin cambiar el &rea, cambiar la unidad manteniendo la region,
retirar gradualmente la cuadricula o pedir que una estrategia sea explicada con una
representacion distinta. La comparacion entre soluciones se vuelve entonces parte del
contenido: obliga a identificar qué informacion es matemaética y cuél pertenece solo al
dibujo o al material. Esta légica favorece que el estudiante formule conjeturas,
encuentre contraejemplos y desarrolle criterios para elegir procedimientos, en lugar de
asociar cada apariencia visual con una regla aislada. La variacion controlada es, ademas,
un recurso potente para el docente porque hace observable la estabilidad o fragilidad de
la comprension.

En términos de investigacion educativa, la planificacion debe anticipar carga
cognitiva, dominio instrumental, disponibilidad de dispositivos y momentos de
institucionalizacién plantea una exigencia metodoldgica: separar cuidadosamente
desempefio inmediato, comprension conceptual y transferencia. Una secuencia puede
mejorar la ejecucion durante la sesion porque ofrece apoyos visibles, sin que ello
implique que el estudiante haya internalizado la estructura necesaria para resolver una
tarea distante. Por eso son relevantes las pruebas diferidas, las representaciones
novedosas Y la solicitud de justificaciones. La tesis de origen ya ofrece una sefial en esa
direccién al incluir una segunda actividad una semana después; la literatura
contemporanea sobre progresiones y evaluacién formativa permite ampliar ese criterio y
proponer seguimientos mas extensos. De este modo, el disefio de ensefianza y el disefio
de investigacion convergen en una misma pregunta: qué evidencia permite afirmar que
el conocimiento funciona mas alla de la situacion en la que fue construido (Juandi et al.
(2021); Yohannes y Chen (2023); Suparman et al. (2024); Ng y Rosli (2023)).

En suma, este apartado refuerza una idea transversal del libro: comprender area
supone coordinar relaciones geométricas, métricas y representacionales y poder

justificar su funcionamiento cuando cambian las condiciones de la tarea. Esta
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coordinacion prepara el terreno para el siguiente apartado, donde el anélisis desplaza el

énfasis hacia una dimension complementaria del mismo problema.

4.5 EVALUACION FORMATIVA DE ESTRATEGIAS Y
PROGRESIONES

El nucleo de este apartado es la evaluacion como proceso para identificar niveles
de razonamiento, estrategias, errores persistentes y condiciones de avance durante el
aprendizaje. Este desplazamiento conceptual resulta decisivo porque el area no se
aprende de manera solida cuando se presenta Unicamente como una operacion
aritmética asociada a ciertas figuras. La matematica escolar necesita construir un puente
entre experiencias de comparacion y transformacion, representaciones geometricas y
cuantificacion. Desde esta perspectiva, el aprendizaje se entiende como una
reorganizacion progresiva de relaciones: qué se mide, con qué unidad se compara, qué
transformaciones conservan la magnitud y como se justifican los resultados. (Harris et
al. (2022); Karaman (2021); Santos (2022)) ofrece un marco convergente para
interpretar este trénsito y para diferenciar el conocimiento que permite ejecutar un
calculo del conocimiento que permite explicar por qué ese calculo representa una
medida de area.

La investigacion que sirve de base a esta obra aporta un referente empirico
especialmente Util: la tesis dispone de una riqueza cualitativa que no se reduce a
respuestas correctas: didlogos, trazos, cambios de procedimiento y justificaciones. Este
dato no se utiliza aqui como ilustracion anecdotica, sino como evidencia situada de los
problemas conceptuales que aparecen cuando el estudiante debe actuar sin una férmula
inmediatamente disponible. La riqueza del caso reside en que registra procedimientos,
conversaciones y cambios de estrategia, por lo que permite reconstruir el razonamiento
y no solo clasificar respuestas como correctas o incorrectas. La lectura editorial del
estudio preserva esta evidencia, pero la inserta en un marco cientifico mas amplio para
evitar que la interpretacion quede restringida a las condiciones particulares del aula
observada (Castillo Pérez, 2015).

La literatura especializada amplia esta lectura al sefialar que las evaluaciones
basadas en progresiones permiten ubicar al estudiante entre formas informales y
estructuras mas sofisticadas de razonamiento. En consecuencia, la comprension del area
puede describirse como una red de coordinaciones entre atributos geométricos,

unidades, representaciones y operaciones. Cuando una de estas coordinaciones falta, el
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estudiante puede producir una respuesta numérica plausible sin controlar el significado
de la magnitud. Por ello, la ensefianza conceptual no se opone a la eficiencia
procedimental; su finalidad es que la eficiencia se apoye en estructuras que puedan
recuperarse, explicarse y transferirse. (Harris et al. (2022); Karaman (2021); Santos
(2022)) coincide en que la calidad del conocimiento se hace visible cuando el alumno
puede cambiar de representacion o de estrategia sin perder el control sobre la relacion
matematica central.

Un mecanismo particularmente relevante es que la retroalimentacion es mas
potente cuando especifica la relacion que debe reconsiderarse y ofrece una oportunidad
inmediata de revision. Esta idea permite transformar la tarea didactica: ya no se trata
solo de pedir un nimero, sino de disefiar condiciones para que determinadas relaciones
sean necesarias. El estudiante debe decidir qué conservar, qué transformar y qué
informacidn resulta pertinente. Las tareas con variaciones controladas pueden provocar
una ruptura de estrategias fragiles y favorecer otras mas generales. Esa reorganizacion
constituye una sefial de aprendizaje mas potente que la repeticion exitosa de un mismo
tipo de ejercicio, porque muestra que el conocimiento empieza a funcionar como
herramienta para anticipar y justificar acciones matematicas.

Desde el punto de vista del disefio de ensefianza, registrar estrategia,
representacion, unidad elegida, justificacion y capacidad de transferencia produce
evidencia mas atil que una calificacion binaria. La consigna, los materiales y las
representaciones deben sostener la actividad intelectual sin sustituirla. Una tarea
demasiado guiada convierte el procedimiento en obediencia; una tarea demasiado
abierta puede dispersar la atencién y ocultar el objeto matematico. El equilibrio consiste
en restringir suficientemente el medio para que las estrategias relevantes tengan
consecuencias observables y, al mismo tiempo, conservar un espacio de decision para el
estudiante. En esta ldgica, la intervencion docente se orienta a pedir razones, comparar
procedimientos y devolver preguntas que obliguen a revisar la coherencia de las
soluciones, antes que a indicar el algoritmo esperado.

Conviene introducir una cautela: las tareas de contraste antes y después de una
secuencia deben ser suficientemente diferentes para evaluar transferencia, pero
conservar el nucleo conceptual. Esta precision evita convertir recursos, teorias o
procedimientos en recetas universales. Una cuadricula, un manipulativo, una formula o

un software no poseen eficacia didactica por si mismos; su funcion depende de la
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relacion que la tarea establezca entre el recurso y el conocimiento. Incluso una
estrategia matematicamente valida puede convertirse en obstaculo si se aplica de
manera rigida fuera de las condiciones que justifican su uso. El analisis didactico debe,
por tanto, atender a la estructura del problema, a los conocimientos previos y a las
decisiones que el medio hace posibles o necesarias.

Una consecuencia para el aprendizaje es que las respuestas parciales deben
leerse como configuraciones de conocimiento, no como simples fallas. Un estudiante
puede reconocer una unidad de area y, sin embargo, no estructurarla en filas y
columnas; puede descomponer una figura correctamente y recomponer mal sus areas; o
puede calcular una medida con precision sin distinguir la magnitud del nimero. Esta
granularidad explica por qué una evaluacion basada solo en aciertos pierde informacion
crucial. Los niveles de razonamiento y las trayectorias de aprendizaje permiten describir
qué relaciones estan disponibles y cudles requieren nuevas experiencias, especialmente
cuando se combinan observaciones, producciones graficas y explicaciones verbales
(Harris et al. (2022); Karaman (2021); Santos (2022)).

El lenguaje cumple aqui una funcion epistemoldgica. Expresiones como
superficie, area, medida, unidad, cuadrado, lado o perimetro no son intercambiables,
aungue en la conversacion cotidiana puedan mezclarse. La precisioén verbal ayuda a
estabilizar distinciones que después sostienen la simbolizacion. Sin embargo, la
correccion terminoldgica no debe preceder mecanicamente a la comprension: puede
emerger de la necesidad de comunicar diferencias entre procedimientos y resultados. La
institucionalizacién docente tiene sentido cuando nombra relaciones que los estudiantes
ya han encontrado o que necesitan reorganizar, conectando producciones personales con
una forma matematica compartida y culturalmente estable.

El contraste entre representaciones es otra herramienta de profundizacion. Una
misma relacion puede expresarse mediante recortes, una cuadricula, una tabla de
medidas, un diagrama, una expresion multiplicativa o una construccion dindmica.
Cuando el estudiante puede explicar como se conserva el significado al pasar de una
representacion a otra, aumenta la probabilidad de que el conocimiento sea flexible.
Cuando solo domina una representacion, la aparente comprension puede depender de
sefiales perceptivas especificas. Por ello, resulta valioso retirar gradualmente apoyos
visibles, introducir unidades no convencionales y plantear figuras cuya orientacién o

complejidad impida reconocer de inmediato una férmula conocida.
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La Tabla 17 organiza los elementos centrales de esta discusion en un formato

comparativo. Su funcion es hacer visibles relaciones que suelen aparecer dispersas en la

literatura 0 en las producciones de aula y facilitar su uso en analisis didactico y

planificacion.

Tabla 17. Matriz de evaluacion formativa del razonamiento de area

Pregunta de

Dimensién Evidencia inicial Evidencia avanzada ; -
retroalimentacion
Atributo _Confunde borde e Distingue magnitudes ¢de pgrt'e de la figura
interior estas midiendo?
. - . A ¢ Qué representa una
Unidad No la explicita La elige y justifica unidad aqui?
Coordina ¢ COmo sabrias cuantas
Estructura Cuenta uno a uno

filas/columnas

hay sin contarlas todas?

Transformacion

Desconfia al cambiar
forma

Reconoce conservacion

¢Qué cambid y qué
guedd igual?

Transferencia

Depende de cuadricula

Resuelve con apoyos
retirados

¢Como lo harias si no
hubiera malla?

Elaboracion propia a partir de Harris et al. (2022), Karaman (2021) y Santos (2022).
La lectura de la Tabla 17 confirma que una misma tarea de area puede activar

conocimientos distintos segun la unidad, la representacién, la figura y la exigencia de
justificacién. Por ello, el disefio no deberia evaluar Unicamente la exactitud final, sino
también la relacion matematica que sostiene el procedimiento y su estabilidad ante una
variacion controlada.

La dimension espacial merece atencidn explicita. La medicion de area exige
concebir unidades bidimensionales que recubren una regién, coordinar partes y
totalidad, y anticipar transformaciones que no alteran la cantidad de superficie. Estas
operaciones implican visualizacion, pero no se reducen a una habilidad perceptiva
aislada. La visualizacion se vuelve matematica cuando se articula con propiedades,
relaciones de equivalencia y argumentos. La evidencia contemporanea sobre habilidades
espaciales y rendimiento matematico permite entender por qué tareas de rotacion,
particion, estructuracién y recomposicion pueden contribuir a aprendizajes mas
generales, siempre que se integren al contenido y no se trabajen como ejercicios
desconectados (Harris et al. (2022); Karaman (2021); Santos (2022)).

La evaluacion formativa ofrece un marco operativo para convertir estas
observaciones en decisiones de ensefianza. La pregunta clave no es solo si el estudiante
llegd a un resultado, sino qué unidad imagind, cdmo organizo el recubrimiento, qué
relacién utiliz6, cédmo verificO su estrategia y si puede sostenerla en una tarea

modificada. La retroalimentacion util se dirige a una relacion matematica concreta y
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abre una nueva oportunidad de accion. De este modo, evaluar y ensefiar dejan de ser
momentos separados: la evidencia recogida durante la actividad permite ajustar el
medio, seleccionar una variante de la tarea o decidir qué conocimiento necesita ser
institucionalizado (Harris et al. (2022); Karaman (2021); Santos (2022)).

En términos curriculares, este enfoque exige continuidad. Las nociones de
comparacion, conservacion, unidad e iteracion deberian reaparecer con creciente
complejidad a lo largo de la primaria, en lugar de quedar encapsuladas en una unidad
tematica breve. Cada retorno puede incorporar nuevas restricciones: unidades
convencionales, medidas fraccionarias, figuras compuestas, datos incompletos,
problemas inversos o necesidad de justificar generalizaciones. Una progresion de este
tipo conecta la intuicion geométrica con el razonamiento multiplicativo y prepara
aprendizajes posteriores de proporcionalidad, semejanza, superficie y modelizacion.

La diversidad de estudiantes obliga a evitar una Unica via de acceso. Algunos
alumnos se benefician de manipular y superponer; otros de dibujar, verbalizar o usar
una representacion dinamica. Ofrecer multiples representaciones no significa reducir la
exigencia matematica, sino permitir que la relacién central sea accesible desde
diferentes sistemas semioticos. El criterio de calidad es que todas las vias converjan en
una explicacion controlable: qué se conserva, qué cambia, por qué la unidad elegida es
pertinente y cdmo se puede verificar la medida. Este enfoque resulta compatible con una
ensefianza inclusiva centrada en el razonamiento.

Para el profesorado, la implicacion mas exigente es anticipar estrategias sin
fijarlas. Disefiar una buena situacion supone imaginar procedimientos plausibles, errores
productivos, valores de variables que provoquen cambios y preguntas que permitan
sostener la autonomia. La planificacion se convierte asi en una hipotesis sobre el
funcionamiento del conocimiento en un medio. Durante la clase, esa hip6tesis debe
confrontarse con las producciones reales y revisarse cuando las respuestas muestran
relaciones distintas de las previstas. Esta l6gica aproxima la practica docente a una
investigacion sistematica de la ensefianza.

La expansion cientifica realizada en este libro también permite situar el caso en
una escala adecuada. Las evidencias microdidacticas ofrecen profundidad interpretativa,
mientras que revisiones sistematicas y metaanalisis aportan panoramas mas amplios
sobre patrones, relaciones y efectos. Ninguno de estos niveles sustituye al otro. El caso

explica como puede organizarse una estrategia dentro de una situacion concreta; la
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evidencia acumulada ayuda a estimar si el problema observado es recurrente y qué
enfoques han mostrado resultados consistentes. Su integracion fortalece la discusion sin
atribuir al pequefio estudio original alcances que no posee.

Como sintesis, el disefio de experiencias debe combinar comparacion, medicion,
transformacion y argumentacion, con variaciones que permitan observar si el estudiante
conserva el significado al cambiar de unidad, figura o representacion. Esta formulacion
conecta el analisis conceptual con una decision educativa verificable y prepara el paso
hacia el siguiente problema del capitulo. La ensefianza del area como magnitud adquiere
coherencia cuando las tareas, los recursos, las interacciones y la evaluacion apuntan a
las mismas relaciones matemaéticas. El objetivo no es prolongar indefinidamente
experiencias manipulativas ni retrasar el simbolismo, sino asegurar que la economia de
la formula sea el punto de llegada de una estructura comprensible y que, una vez
introducida, pueda volver a justificarse desde unidades, transformaciones y relaciones
espaciales.

Desde una perspectiva epistemoldgica, la evaluacion como proceso para
identificar niveles de razonamiento, estrategias, errores persistentes y condiciones de
avance durante el aprendizaje también permite comprender que los conceptos escolares
son el resultado de una organizacién progresiva de experiencias y relaciones. La historia
de la medicién muestra que cuantificar una superficie supone estabilizar unidades,
operaciones de composicion y criterios de equivalencia; la ensefianza reproduce
parcialmente ese desafio a escala cognitiva. Por eso, saltar directamente a una notacion
eficiente puede ocultar los problemas que la propia matematica tuvo que resolver: qué
cuenta como la misma cantidad de superficie, cOmo se comparan regiones no
superponibles y de qué manera una unidad puede iterarse de forma coherente. (Harris et
al. (2022); Karaman (2021); Santos (2022)) proporciona antecedentes para disefar
tareas donde esas relaciones se conviertan en objeto de reflexion y no permanezcan
como supuestos invisibles detréas de un algoritmo.

Una forma de operacionalizar este enfogque consiste en construir secuencias de
tareas que mantengan estable el conocimiento central y modifiquen una condicién a la
vez. A partir de registrar estrategia, representacion, unidad elegida, justificacion y
capacidad de transferencia produce evidencia mas Gtil que una calificacion binaria,
puede variarse la forma sin cambiar el area, cambiar la unidad manteniendo la region,

retirar gradualmente la cuadricula o pedir que una estrategia sea explicada con una
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representacion distinta. La comparacion entre soluciones se vuelve entonces parte del
contenido: obliga a identificar qué informacion es matematica y cual pertenece solo al
dibujo o al material. Esta légica favorece que el estudiante formule conjeturas,
encuentre contraejemplos y desarrolle criterios para elegir procedimientos, en lugar de
asociar cada apariencia visual con una regla aislada. La variacion controlada es, ademas,
un recurso potente para el docente porque hace observable la estabilidad o fragilidad de
la comprension.

En términos de investigacion educativa, las tareas de contraste antes y después
de una secuencia deben ser suficientemente diferentes para evaluar transferencia, pero
conservar el nucleo conceptual plantea una exigencia metodoldgica: separar
cuidadosamente desempefio inmediato, comprension conceptual y transferencia. Una
secuencia puede mejorar la ejecucion durante la sesién porque ofrece apoyos visibles,
sin que ello implique que el estudiante haya internalizado la estructura necesaria para
resolver una tarea distante. Por eso son relevantes las pruebas diferidas, las
representaciones novedosas y la solicitud de justificaciones. La tesis de origen ya ofrece
una sefial en esa direccidn al incluir una segunda actividad una semana después; la
literatura contemporanea sobre progresiones y evaluacion formativa permite ampliar ese
criterio y proponer seguimientos mas extensos. De este modo, el disefio de ensefianza y
el disefio de investigacion convergen en una misma pregunta: qué evidencia permite
afirmar que el conocimiento funciona mas alla de la situacion en la que fue construido
(Harris et al. (2022); Karaman (2021); Santos (2022)).
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En suma, este apartado refuerza una idea transversal del libro: comprender area
supone coordinar relaciones geométricas, métricas y representacionales y poder
justificar su funcionamiento cuando cambian las condiciones de la tarea. Esta
coordinacion prepara el terreno para el siguiente apartado, donde el anélisis desplaza el
énfasis hacia una dimension complementaria del mismo problema.

El recorrido del capitulo permite integrar sus apartados como un argumento
unico: el aprendizaje del area no depende de una técnica aislada, sino de la construccion
progresiva de invariantes, unidades y estrategias que se ponen a prueba en situaciones
diversas. Los marcos tedricos, la evidencia reciente y el caso de origen convergen en la
necesidad de disefiar experiencias que hagan visible el pensamiento y que permitan
pasar de acciones concretas a representaciones y generalizaciones con significado. El
capitulo siguiente retoma esta conclusion y la proyecta hacia un nuevo nivel de analisis,
manteniendo como criterio la trazabilidad entre evidencia, interpretacion y propuesta

didactica.
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CAPITULO V

El quinto capitulo reconstruye el estudio original como caso cientifico,
preservando el caracter cualitativo de sus datos, los participantes, los materiales y la
secuencia de andlisis. Los episodios de aula se presentan de manera condensada y
editorialmente organizada para que el lector pueda seguir la evolucién de las estrategias
sin recorrer la estructura de una tesis. Los datos permiten observar intentos de medir
perimetros, uso de angulos, recubrimientos con cuadricula, descomposicién de
poligonos, cambios de unidad, errores de validacion y una transferencia parcial una
semana despues. Toda afirmacion sobre el caso se atribuye a Castillo Pérez (2015).

5.1 CONTEXTO, PARTICIPANTES Y ARQUITECTURA
METODOLOGICA DEL CASO

El nicleo de este apartado es la reconstruccion del estudio original como caso
didactico cualitativo, preservando sus decisiones metodoldgicas y evitando presentarlo
como experimento generalizable. Este desplazamiento conceptual resulta decisivo
porque el area no se aprende de manera sélida cuando se presenta nicamente como una
operacion aritmética asociada a ciertas figuras. La matematica escolar necesita construir
un puente entre experiencias de comparacion y transformacion, representaciones
geométricas y cuantificacion. Desde esta perspectiva, el aprendizaje se entiende como
una reorganizacion progresiva de relaciones: qué se mide, con qué unidad se compara,
qué transformaciones conservan la magnitud y como se justifican los resultados.
(Castillo Pérez (2015); Artigue et al. (1995); Brousseau (2007)) ofrece un marco
convergente para interpretar este transito y para diferenciar el conocimiento que permite
ejecutar un célculo del conocimiento que permite explicar por qué ese calculo

representa una medida de area.
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La investigacion que sirve de base a esta obra aporta un referente empirico
especialmente (til: participaron cuatro estudiantes de once afios del sexto grado de la
Institucion Educativa Estatal Virgo Potens de Lima, junto con el docente de
Matematica, la investigadora-observadora y observadoras de apoyo. Este dato no se
utiliza aqui como ilustracion anecddtica, sino como evidencia situada de los problemas
conceptuales que aparecen cuando el estudiante debe actuar sin una formula
inmediatamente disponible. La riqueza del caso reside en que registra procedimientos,
conversaciones y cambios de estrategia, por lo que permite reconstruir el razonamiento
y no solo clasificar respuestas como correctas o incorrectas. La lectura editorial del
estudio preserva esta evidencia, pero la inserta en un marco cientifico mas amplio para
evitar que la interpretacion quede restringida a las condiciones particulares del aula
observada (Castillo Pérez, 2015).

La literatura especializada amplia esta lectura al sefialar que el estudio se
organizd con elementos de Ingenieria Didactica y analiz6 producciones escritas,
observaciones y grabaciones de interacciones durante dos secuencias de actividades. En
consecuencia, la comprension del area puede describirse como una red de
coordinaciones entre atributos geométricos, unidades, representaciones y operaciones.
Cuando una de estas coordinaciones falta, el estudiante puede producir una respuesta
numeérica plausible sin controlar el significado de la magnitud. Por ello, la ensefianza
conceptual no se opone a la eficiencia procedimental; su finalidad es que la eficiencia se
apoye en estructuras que puedan recuperarse, explicarse y transferirse. (Castillo Pérez
(2015); Artigue et al. (1995); Brousseau (2007)) coincide en que la calidad del
conocimiento se hace visible cuando el alumno puede cambiar de representacion o de
estrategia sin perder el control sobre la relacion matematica central.

Un mecanismo particularmente relevante es que la seleccién fue intencional y el
analisis se concentré en procesos Yy estrategias, por lo que los resultados describen
posibilidades didacticas del caso y no estiman efectos poblacionales. Esta idea permite
transformar la tarea didactica: ya no se trata solo de pedir un namero, sino de disefiar
condiciones para que determinadas relaciones sean necesarias. El estudiante debe
decidir qué conservar, qué transformar y qué informacion resulta pertinente. Las tareas
con variaciones controladas pueden provocar una ruptura de estrategias fragiles y
favorecer otras mas generales. Esa reorganizacion constituye una sefial de aprendizaje

mas potente que la repeticion exitosa de un mismo tipo de ejercicio, porque muestra que
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el conocimiento empieza a funcionar como herramienta para anticipar y justificar
acciones matematicas.

Desde el punto de vista del disefio de ensefianza, la tesis presenta una
discrepancia documental sobre el tamafio total de la seccion —30 estudiantes en un
pasaje y 32 en otro—, por lo que este libro no utiliza ese dato como base analitica. La
consigna, los materiales y las representaciones deben sostener la actividad intelectual
sin sustituirla. Una tarea demasiado guiada convierte el procedimiento en obediencia;
una tarea demasiado abierta puede dispersar la atencidn y ocultar el objeto matematico.
El equilibrio consiste en restringir suficientemente el medio para que las estrategias
relevantes tengan consecuencias observables y, al mismo tiempo, conservar un espacio
de decision para el estudiante. En esta 1dgica, la intervencion docente se orienta a pedir
razones, comparar procedimientos y devolver preguntas que obliguen a revisar la
coherencia de las soluciones, antes que a indicar el algoritmo esperado.

Conviene introducir una cautela: la trazabilidad exige distinguir siempre entre
evidencia obtenida en 2015 y las interpretaciones contemporaneas incorporadas en esta
obra. Esta precision evita convertir recursos, teorias o procedimientos en recetas
universales. Una cuadricula, un manipulativo, una formula o un software no poseen
eficacia didactica por si mismos; su funcion depende de la relacion que la tarea
establezca entre el recurso y el conocimiento. Incluso una estrategia matematicamente
valida puede convertirse en obstaculo si se aplica de manera rigida fuera de las
condiciones que justifican su uso. El analisis didactico debe, por tanto, atender a la
estructura del problema, a los conocimientos previos y a las decisiones que el medio
hace posibles o necesarias.

Una consecuencia para el aprendizaje es que las respuestas parciales deben
leerse como configuraciones de conocimiento, no como simples fallas. Un estudiante
puede reconocer una unidad de area y, sin embargo, no estructurarla en filas y
columnas; puede descomponer una figura correctamente y recomponer mal sus areas; o
puede calcular una medida con precision sin distinguir la magnitud del numero. Esta
granularidad explica por qué una evaluacion basada solo en aciertos pierde informacion
crucial. Los niveles de razonamiento y las trayectorias de aprendizaje permiten describir
qué relaciones estan disponibles y cudles requieren nuevas experiencias, especialmente
cuando se combinan observaciones, producciones graficas y explicaciones verbales
(Castillo Pérez (2015); Artigue et al. (1995); Brousseau (2007)).
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El lenguaje cumple aqui una funcion epistemoldgica. Expresiones como
superficie, area, medida, unidad, cuadrado, lado o perimetro no son intercambiables,
aungue en la conversacion cotidiana puedan mezclarse. La precision verbal ayuda a
estabilizar distinciones que después sostienen la simbolizacion. Sin embargo, la
correccion terminoldgica no debe preceder mecanicamente a la comprension: puede
emerger de la necesidad de comunicar diferencias entre procedimientos y resultados. La
institucionalizacion docente tiene sentido cuando nombra relaciones que los estudiantes
ya han encontrado o que necesitan reorganizar, conectando producciones personales con
una forma matematica compartida y culturalmente estable.

El contraste entre representaciones es otra herramienta de profundizacion. Una
misma relacion puede expresarse mediante recortes, una cuadricula, una tabla de
medidas, un diagrama, una expresion multiplicativa o una construccion dindmica.
Cuando el estudiante puede explicar como se conserva el significado al pasar de una
representacion a otra, aumenta la probabilidad de que el conocimiento sea flexible.
Cuando solo domina una representacion, la aparente comprension puede depender de
sefiales perceptivas especificas. Por ello, resulta valioso retirar gradualmente apoyos
visibles, introducir unidades no convencionales y plantear figuras cuya orientaciéon o
complejidad impida reconocer de inmediato una formula conocida.

La Tabla 18 organiza los elementos centrales de esta discusion en un formato
comparativo. Su funcion es hacer visibles relaciones que suelen aparecer dispersas en la
literatura o en las producciones de aula y facilitar su uso en analisis didactico y

planificacion.

Tabla 18. Sintesis metodoldgica del estudio original

Elemento Descripcion verificada

Enfoque Cualitativo

Marco metodoldgico Ingenieria Didéctica

Participantes foco Cuatro estudiantes de 11 afios, sexto grado

Contexto Institucion Educativa Estatal Virgo Potens, Lima

Organizacién Dos parejas: A1-A2 y B1-B2

Fuentes de evidencia Fichas de aplicacion, observaciones y grabaciones

Analisis A prior?,} experimentacion, a posteriori y
validacion

Fuente: Castillo Pérez (2015).

La lectura de la Tabla 18 confirma que una misma tarea de area puede activar
conocimientos distintos segln la unidad, la representacion, la figura y la exigencia de

justificacién. Por ello, el disefio no deberia evaluar Unicamente la exactitud final, sino
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también la relacion matematica que sostiene el procedimiento y su estabilidad ante una
variacion controlada.

La dimension espacial merece atencion explicita. La medicion de &area exige
concebir unidades bidimensionales que recubren una regién, coordinar partes y
totalidad, y anticipar transformaciones que no alteran la cantidad de superficie. Estas
operaciones implican visualizacion, pero no se reducen a una habilidad perceptiva
aislada. La visualizacion se vuelve matemética cuando se articula con propiedades,
relaciones de equivalencia y argumentos. La evidencia contemporanea sobre habilidades
espaciales y rendimiento matematico permite entender por qué tareas de rotacion,
particion, estructuracién y recomposicion pueden contribuir a aprendizajes mas
generales, siempre que se integren al contenido y no se trabajen como ejercicios
desconectados (Castillo Pérez (2015); Artigue et al. (1995); Brousseau (2007)).

La evaluacion formativa ofrece un marco operativo para convertir estas
observaciones en decisiones de ensefianza. La pregunta clave no es solo si el estudiante
llegd a un resultado, sino qué unidad imagin6, cémo organizo6 el recubrimiento, qué
relacién utiliz6, cémo verificO su estrategia y si puede sostenerla en una tarea
modificada. La retroalimentacion Util se dirige a una relacion matematica concreta y
abre una nueva oportunidad de accién. De este modo, evaluar y ensefiar dejan de ser
momentos separados: la evidencia recogida durante la actividad permite ajustar el
medio, seleccionar una variante de la tarea o decidir qué conocimiento necesita ser
institucionalizado (Castillo Pérez (2015); Artigue et al. (1995); Brousseau (2007)).

En términos curriculares, este enfoque exige continuidad. Las nociones de
comparacion, conservacion, unidad e iteracion deberian reaparecer con creciente
complejidad a lo largo de la primaria, en lugar de quedar encapsuladas en una unidad
tematica breve. Cada retorno puede incorporar nuevas restricciones: unidades
convencionales, medidas fraccionarias, figuras compuestas, datos incompletos,
problemas inversos o necesidad de justificar generalizaciones. Una progresion de este
tipo conecta la intuicion geométrica con el razonamiento multiplicativo y prepara
aprendizajes posteriores de proporcionalidad, semejanza, superficie y modelizacion.

La diversidad de estudiantes obliga a evitar una Unica via de acceso. Algunos
alumnos se benefician de manipular y superponer; otros de dibujar, verbalizar o usar
una representacion dinamica. Ofrecer multiples representaciones no significa reducir la

exigencia matematica, sino permitir que la relacion central sea accesible desde
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diferentes sistemas semioticos. El criterio de calidad es que todas las vias converjan en
una explicacion controlable: qué se conserva, qué cambia, por qué la unidad elegida es
pertinente y cdmo se puede verificar la medida. Este enfoque resulta compatible con una
ensefianza inclusiva centrada en el razonamiento.

Para el profesorado, la implicacion mas exigente es anticipar estrategias sin
fijarlas. Disefiar una buena situacion supone imaginar procedimientos plausibles, errores
productivos, valores de variables que provoquen cambios y preguntas que permitan
sostener la autonomia. La planificacion se convierte asi en una hipotesis sobre el
funcionamiento del conocimiento en un medio. Durante la clase, esa hipotesis debe
confrontarse con las producciones reales y revisarse cuando las respuestas muestran
relaciones distintas de las previstas. Esta I6gica aproxima la préctica docente a una
investigacion sistematica de la ensefianza.

La expansion cientifica realizada en este libro también permite situar el caso en
una escala adecuada. Las evidencias microdidacticas ofrecen profundidad interpretativa,
mientras que revisiones sistematicas y metaanalisis aportan panoramas mas amplios
sobre patrones, relaciones y efectos. Ninguno de estos niveles sustituye al otro. El caso
explica como puede organizarse una estrategia dentro de una situacion concreta; la
evidencia acumulada ayuda a estimar si el problema observado es recurrente y qué
enfoques han mostrado resultados consistentes. Su integracion fortalece la discusion sin
atribuir al pequefio estudio original alcances que no posee.

Como sintesis, el disefio de experiencias debe combinar comparacion, medicion,
transformacion y argumentacién, con variaciones que permitan observar si el estudiante
conserva el significado al cambiar de unidad, figura o representacion. Esta formulacion
conecta el analisis conceptual con una decision educativa verificable y prepara el paso
hacia el siguiente problema del capitulo. La ensefianza del area como magnitud adquiere
coherencia cuando las tareas, los recursos, las interacciones y la evaluacion apuntan a
las mismas relaciones matematicas. El objetivo no es prolongar indefinidamente
experiencias manipulativas ni retrasar el simbolismo, sino asegurar que la economia de
la formula sea el punto de llegada de una estructura comprensible y que, una vez
introducida, pueda volver a justificarse desde unidades, transformaciones y relaciones
espaciales.

Desde una perspectiva epistemologica, la reconstruccion del estudio original

como caso didactico cualitativo, preservando sus decisiones metodoldgicas y evitando
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presentarlo como experimento generalizable también permite comprender que los
conceptos escolares son el resultado de una organizacion progresiva de experiencias y
relaciones. La historia de la medicion muestra que cuantificar una superficie supone
estabilizar unidades, operaciones de composicion y criterios de equivalencia; la
ensefianza reproduce parcialmente ese desafio a escala cognitiva. Por eso, saltar
directamente a una notacion eficiente puede ocultar los problemas que la propia
matematica tuvo que resolver: qué cuenta como la misma cantidad de superficie, como
se comparan regiones no superponibles y de qué manera una unidad puede iterarse de
forma coherente. (Castillo Pérez (2015); Artigue et al. (1995); Brousseau (2007))
proporciona antecedentes para disefiar tareas donde esas relaciones se conviertan en
objeto de reflexion y no permanezcan como supuestos invisibles detras de un algoritmo.

Una forma de operacionalizar este enfoque consiste en construir secuencias de
tareas que mantengan estable el conocimiento central y modifiquen una condicion a la
vez. A partir de la tesis presenta una discrepancia documental sobre el tamafio total de la
seccion —30 estudiantes en un pasaje y 32 en otro—, por lo que este libro no utiliza ese
dato como base analitica, puede variarse la forma sin cambiar el area, cambiar la unidad
manteniendo la region, retirar gradualmente la cuadricula o pedir que una estrategia sea
explicada con una representacion distinta. La comparacion entre soluciones se vuelve
entonces parte del contenido: obliga a identificar qué informacién es matematica y cual
pertenece solo al dibujo o al material. Esta ldgica favorece que el estudiante formule
conjeturas, encuentre contraejemplos y desarrolle criterios para elegir procedimientos,
en lugar de asociar cada apariencia visual con una regla aislada. La variacion controlada
es, ademas, un recurso potente para el docente porque hace observable la estabilidad o
fragilidad de la comprension.

En términos de investigacion educativa, la trazabilidad exige distinguir siempre
entre evidencia obtenida en 2015 y las interpretaciones contemporaneas incorporadas en
esta obra plantea una exigencia metodologica: separar cuidadosamente desempefio
inmediato, comprension conceptual y transferencia. Una secuencia puede mejorar la
ejecucion durante la sesion porque ofrece apoyos visibles, sin que ello implique que el
estudiante haya internalizado la estructura necesaria para resolver una tarea distante. Por
eso son relevantes las pruebas diferidas, las representaciones novedosas y la solicitud de
justificaciones. La tesis de origen ya ofrece una sefial en esa direccion al incluir una

segunda actividad una semana después; la literatura contemporanea sobre progresiones
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y evaluacion formativa permite ampliar ese criterio y proponer seguimientos mas
extensos. De este modo, el disefio de ensefianza y el disefio de investigacién convergen
en una misma pregunta: qué evidencia permite afirmar que el conocimiento funciona
mas all& de la situacién en la que fue construido (Castillo Pérez (2015); Artigue et al.
(1995); Brousseau (2007)).

En suma, este apartado refuerza una idea transversal del libro: comprender area
supone coordinar relaciones geométricas, métricas y representacionales y poder
justificar su funcionamiento cuando cambian las condiciones de la tarea. Esta
coordinacion prepara el terreno para el siguiente apartado, donde el anélisis desplaza el

énfasis hacia una dimensién complementaria del mismo problema.

5.2 DISENO DE LA SECUENCIA, MATERIALES Y VARIABLES
DIDACTICAS

El nicleo de este apartado es la organizacion de dos actividades que modifican
unidades, representaciones y formas con el propésito de hacer visible la invariancia del
area. Este desplazamiento conceptual resulta decisivo porque el area no se aprende de
manera sélida cuando se presenta Unicamente como una operacion aritmética asociada a
ciertas figuras. La matematica escolar necesita construir un puente entre experiencias de
comparacion y transformacion, representaciones geométricas y cuantificacion. Desde
esta perspectiva, el aprendizaje se entiende como una reorganizacion progresiva de
relaciones: qué se mide, con qué unidad se compara, qué transformaciones conservan la
magnitud y como se justifican los resultados. (Castillo Pérez (2015); Silva (2010);
Brousseau (2007)) ofrece un marco convergente para interpretar este transito y para
diferenciar el conocimiento que permite ejecutar un célculo del conocimiento que
permite explicar por qué ese calculo representa una medida de area.

La investigacion que sirve de base a esta obra aporta un referente empirico
especialmente util: la primera actividad trabajo con recortes, cuadriculas, unidades
arbitrarias y poligonos de distinta complejidad; la segunda plante6 situaciones de
transferencia una semana después. Este dato no se utiliza aqui como ilustracién
anecdatica, sino como evidencia situada de los problemas conceptuales que aparecen
cuando el estudiante debe actuar sin una formula inmediatamente disponible. La riqueza
del caso reside en que registra procedimientos, conversaciones y cambios de estrategia,
por lo que permite reconstruir el razonamiento y no solo clasificar respuestas como

correctas o incorrectas. La lectura editorial del estudio preserva esta evidencia, pero la
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inserta en un marco cientifico mas amplio para evitar que la interpretacion quede
restringida a las condiciones particulares del aula observada (Castillo Pérez, 2015).

La literatura especializada amplia esta lectura al sefialar que el analisis a priori
contemplé posibles usos de conteo, formulas, recubrimiento, descomposicion,
composicion y herramientas como GeoGebra. En consecuencia, la comprension del area
puede describirse como una red de coordinaciones entre atributos geométricos,
unidades, representaciones y operaciones. Cuando una de estas coordinaciones falta, el
estudiante puede producir una respuesta numérica plausible sin controlar el significado
de la magnitud. Por ello, la ensefianza conceptual no se opone a la eficiencia
procedimental; su finalidad es que la eficiencia se apoye en estructuras que puedan
recuperarse, explicarse y transferirse. (Castillo Pérez (2015); Silva (2010); Brousseau
(2007)) coincide en que la calidad del conocimiento se hace visible cuando el alumno
puede cambiar de representacion o de estrategia sin perder el control sobre la relacion
matemaética central.

Un mecanismo particularmente relevante es que las variables incluyeron
cuadrado, triangulo y rectangulos como unidades, figuras simples y complejas, papel en
blanco, cuadricula y malla triangular, y medidas enteras o fraccionarias. Esta idea
permite transformar la tarea didactica: ya no se trata solo de pedir un nimero, sino de
disefiar condiciones para que determinadas relaciones sean necesarias. El estudiante
debe decidir qué conservar, qué transformar y qué informacién resulta pertinente. Las
tareas con variaciones controladas pueden provocar una ruptura de estrategias fragiles y
favorecer otras mas generales. Esa reorganizacion constituye una sefial de aprendizaje
mas potente que la repeticion exitosa de un mismo tipo de ejercicio, porque muestra que
el conocimiento empieza a funcionar como herramienta para anticipar y justificar
acciones matematicas.

Desde el punto de vista del disefio de ensefianza, la combinacion de variables
buscé que una estrategia Gtil en una tarea dejara de ser suficiente en otra, generando
necesidad de reorganizacion. La consigna, los materiales y las representaciones deben
sostener la actividad intelectual sin sustituirla. Una tarea demasiado guiada convierte el
procedimiento en obediencia; una tarea demasiado abierta puede dispersar la atencion y
ocultar el objeto matematico. El equilibrio consiste en restringir suficientemente el
medio para que las estrategias relevantes tengan consecuencias observables y, al mismo

tiempo, conservar un espacio de decision para el estudiante. En esta ldgica, la
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intervencion docente se orienta a pedir razones, comparar procedimientos y devolver
preguntas que obliguen a revisar la coherencia de las soluciones, antes que a indicar el
algoritmo esperado.

Figura 6. Flujo del caso de estudio

Flujo del caso de estudio

Anélisis | Disefio y [ ( Actividad 2 ] fA posteriori
preliminar l a priori ) Luna semana despuesJ Ly validacion

Elaboracion propia a partir de los marcos tedricos y relaciones desarrollados en este libro.

La figura sintetiza relaciones que en el texto se analizan de manera separada. Su
lectura debe hacerse de forma funcional: las flechas representan dependencias o
transiciones didacticas, no una secuencia psicolégica rigida. El valor del esquema
consiste en ayudar a identificar qué componentes deben coordinarse cuando se disefia 0
interpreta una situacion de aprendizaje del area.

Conviene introducir una cautela: el valor del disefio radica en su capacidad para
revelar el significado que las estudiantes atribuian a unidad, area, superficie y medida.
Esta precisidn evita convertir recursos, teorias o0 procedimientos en recetas universales.
Una cuadricula, un manipulativo, una férmula o un software no poseen eficacia
didactica por si mismos; su funcion depende de la relacion que la tarea establezca entre
el recurso y el conocimiento. Incluso una estrategia matematicamente valida puede
convertirse en obstaculo si se aplica de manera rigida fuera de las condiciones que
justifican su uso. El andlisis didactico debe, por tanto, atender a la estructura del
problema, a los conocimientos previos y a las decisiones que el medio hace posibles o

necesarias.
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Una consecuencia para el aprendizaje es que las respuestas parciales deben
leerse como configuraciones de conocimiento, no como simples fallas. Un estudiante
puede reconocer una unidad de &rea y, sin embargo, no estructurarla en filas y
columnas; puede descomponer una figura correctamente y recomponer mal sus areas; o
puede calcular una medida con precision sin distinguir la magnitud del numero. Esta
granularidad explica por qué una evaluacion basada solo en aciertos pierde informacién
crucial. Los niveles de razonamiento y las trayectorias de aprendizaje permiten describir
qué relaciones estan disponibles y cudles requieren nuevas experiencias, especialmente
cuando se combinan observaciones, producciones graficas y explicaciones verbales
(Castillo Pérez (2015); Silva (2010); Brousseau (2007)).

El lenguaje cumple aqui una funcion epistemoldgica. Expresiones como
superficie, area, medida, unidad, cuadrado, lado o perimetro no son intercambiables,
aunque en la conversacion cotidiana puedan mezclarse. La precision verbal ayuda a
estabilizar distinciones que después sostienen la simbolizacion. Sin embargo, la
correccion terminoldgica no debe preceder mecanicamente a la comprension: puede
emerger de la necesidad de comunicar diferencias entre procedimientos y resultados. La
institucionalizacion docente tiene sentido cuando nombra relaciones que los estudiantes
ya han encontrado o que necesitan reorganizar, conectando producciones personales con
una forma matematica compartida y culturalmente estable.

El contraste entre representaciones es otra herramienta de profundizacién. Una
misma relacion puede expresarse mediante recortes, una cuadricula, una tabla de
medidas, un diagrama, una expresion multiplicativa o una construccion dinamica.
Cuando el estudiante puede explicar como se conserva el significado al pasar de una
representacion a otra, aumenta la probabilidad de que el conocimiento sea flexible.
Cuando solo domina una representacion, la aparente comprension puede depender de
sefiales perceptivas especificas. Por ello, resulta valioso retirar gradualmente apoyos
visibles, introducir unidades no convencionales y plantear figuras cuya orientacion o
complejidad impida reconocer de inmediato una férmula conocida.

La Tabla 19 organiza los elementos centrales de esta discusion en un formato
comparativo. Su funcion es hacer visibles relaciones que suelen aparecer dispersas en la
literatura o en las producciones de aula y facilitar su uso en anélisis didactico y

planificacion.
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Tabla 19. Variables y valores de la primera actividad del estudio

Variable Valores documentados

Cuadrado; triangulo; rectangulo equivalente a dos

Unidad de medida cuadrados; rectdngulo equivalente a medio
cuadrado

Tipo de figura Simple; compleja

Herramienta/soporte Blanco; cuadricula; malla triangular

Tipo de malla Cuadriculada; triangular

Medida respecto de cuadricula Entera; fraccionaria

Adaptado de Castillo Pérez (2015), a su vez basado en Silva (2010).
La lectura de la Tabla 19 confirma que una misma tarea de area puede activar

conocimientos distintos segln la unidad, la representacion, la figura y la exigencia de
justificacién. Por ello, el disefio no deberia evaluar Unicamente la exactitud final, sino
también la relacién matematica que sostiene el procedimiento y su estabilidad ante una
variacion controlada.

La Tabla 20 organiza los elementos centrales de esta discusion en un formato
comparativo. Su funcion es hacer visibles relaciones que suelen aparecer dispersas en la
literatura o en las producciones de aula y facilitar su uso en analisis didactico y

planificacion.

Tabla 20. Organizacion temporal y funcién de las dos actividades

Actividad Momento Modalidad Funcién analitica
Explorar
Actividad 1 Sesién inicial Trabajo en parejas procedimientos,

unidades y variables
Resolucién individual Examinar estabilidad y

Actividad 2 Una semana después

y socializacion transferencia
20 minutos de
Actividad 2: resolucién | desarrollo dentro de . Resolver nuevas
., Individual . .
central una sesion de 40 situaciones
minutos
. Comparar
C e Después de la para
Socializacién . Grupal explicaciones y
resolucion )
unidades

Elaboracion propia a partir de Castillo Pérez (2015). La tesis registra 40 minutos para la segunda sesion y 20 minutos
para su fase central de resolucion.

La lectura de la Tabla 20 confirma que una misma tarea de area puede activar
conocimientos distintos segun la unidad, la representacion, la figura y la exigencia de
justificacién. Por ello, el disefio no deberia evaluar Unicamente la exactitud final, sino
también la relacion matematica que sostiene el procedimiento y su estabilidad ante una
variacion controlada.

La dimension espacial merece atencion explicita. La medicién de area exige
concebir unidades bidimensionales que recubren una regién, coordinar partes y

totalidad, y anticipar transformaciones que no alteran la cantidad de superficie. Estas
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operaciones implican visualizacion, pero no se reducen a una habilidad perceptiva
aislada. La visualizacion se vuelve matematica cuando se articula con propiedades,
relaciones de equivalencia y argumentos. La evidencia contemporanea sobre habilidades
espaciales y rendimiento matematico permite entender por qué tareas de rotacion,
particion, estructuracion y recomposicion pueden contribuir a aprendizajes mas
generales, siempre que se integren al contenido y no se trabajen como ejercicios
desconectados (Castillo Pérez (2015); Silva (2010); Brousseau (2007)).

La evaluacion formativa ofrece un marco operativo para convertir estas
observaciones en decisiones de ensefianza. La pregunta clave no es solo si el estudiante
lleg6é a un resultado, sino qué unidad imagin6, cdmo organizo el recubrimiento, qué
relacion utiliz6, como verificd su estrategia y si puede sostenerla en una tarea
modificada. La retroalimentacion Gtil se dirige a una relacion matematica concreta y
abre una nueva oportunidad de accion. De este modo, evaluar y ensefiar dejan de ser
momentos separados: la evidencia recogida durante la actividad permite ajustar el
medio, seleccionar una variante de la tarea o decidir qué conocimiento necesita ser
institucionalizado (Castillo Pérez (2015); Silva (2010); Brousseau (2007)).

En términos curriculares, este enfoque exige continuidad. Las nociones de
comparacion, conservacion, unidad e iteracion deberian reaparecer con creciente
complejidad a lo largo de la primaria, en lugar de quedar encapsuladas en una unidad
tematica breve. Cada retorno puede incorporar nuevas restricciones: unidades
convencionales, medidas fraccionarias, figuras compuestas, datos incompletos,
problemas inversos o necesidad de justificar generalizaciones. Una progresion de este
tipo conecta la intuicion geométrica con el razonamiento multiplicativo y prepara
aprendizajes posteriores de proporcionalidad, semejanza, superficie y modelizacion.

La diversidad de estudiantes obliga a evitar una Unica via de acceso. Algunos
alumnos se benefician de manipular y superponer; otros de dibujar, verbalizar o usar
una representacion dinamica. Ofrecer multiples representaciones no significa reducir la
exigencia matematica, sino permitir que la relacion central sea accesible desde
diferentes sistemas semioticos. El criterio de calidad es que todas las vias converjan en
una explicacion controlable: qué se conserva, qué cambia, por qué la unidad elegida es
pertinente y cdmo se puede verificar la medida. Este enfoque resulta compatible con una

ensefianza inclusiva centrada en el razonamiento.
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Para el profesorado, la implicacion mas exigente es anticipar estrategias sin
fijarlas. Disefiar una buena situacion supone imaginar procedimientos plausibles, errores
productivos, valores de variables que provoquen cambios y preguntas que permitan
sostener la autonomia. La planificacion se convierte asi en una hipdtesis sobre el
funcionamiento del conocimiento en un medio. Durante la clase, esa hipdtesis debe
confrontarse con las producciones reales y revisarse cuando las respuestas muestran
relaciones distintas de las previstas. Esta 16gica aproxima la préctica docente a una
investigacion sistematica de la ensefianza.

La expansion cientifica realizada en este libro también permite situar el caso en
una escala adecuada. Las evidencias microdidacticas ofrecen profundidad interpretativa,
mientras que revisiones sistematicas y metaandlisis aportan panoramas mas amplios
sobre patrones, relaciones y efectos. Ninguno de estos niveles sustituye al otro. El caso
explica como puede organizarse una estrategia dentro de una situacion concreta; la
evidencia acumulada ayuda a estimar si el problema observado es recurrente y qué
enfoques han mostrado resultados consistentes. Su integracion fortalece la discusion sin
atribuir al pequefio estudio original alcances que no posee.

Como sintesis, el disefio de experiencias debe combinar comparacion, medicion,
transformacion y argumentacion, con variaciones que permitan observar si el estudiante
conserva el significado al cambiar de unidad, figura o representacion. Esta formulacion
conecta el analisis conceptual con una decision educativa verificable y prepara el paso
hacia el siguiente problema del capitulo. La ensefianza del area como magnitud adquiere
coherencia cuando las tareas, los recursos, las interacciones y la evaluacion apuntan a
las mismas relaciones matematicas. El objetivo no es prolongar indefinidamente
experiencias manipulativas ni retrasar el simbolismo, sino asegurar que la economia de
la formula sea el punto de llegada de una estructura comprensible y que, una vez
introducida, pueda volver a justificarse desde unidades, transformaciones y relaciones
espaciales.

Desde una perspectiva epistemoldgica, la organizacion de dos actividades que
modifican unidades, representaciones y formas con el proposito de hacer visible la
invariancia del area también permite comprender que los conceptos escolares son el
resultado de una organizacion progresiva de experiencias y relaciones. La historia de la
medicion muestra que cuantificar una superficie supone estabilizar unidades,

operaciones de composicion y criterios de equivalencia; la ensefianza reproduce

Veronica Milagros Castillo Perez 170



Construccion del concepto de area como magnitud
De la teoria de situaciones didacticas a las aulas de educacién primaria

parcialmente ese desafio a escala cognitiva. Por eso, saltar directamente a una notacion
eficiente puede ocultar los problemas que la propia matematica tuvo que resolver: quée
cuenta como la misma cantidad de superficie, como se comparan regiones no
superponibles y de qué manera una unidad puede iterarse de forma coherente. (Castillo
Pérez (2015); Silva (2010); Brousseau (2007)) proporciona antecedentes para disefiar
tareas donde esas relaciones se conviertan en objeto de reflexion y no permanezcan
como supuestos invisibles detras de un algoritmo.

Una forma de operacionalizar este enfoque consiste en construir secuencias de
tareas que mantengan estable el conocimiento central y modifiquen una condicion a la
vez. A partir de la combinacion de variables buscd que una estrategia Util en una tarea
dejara de ser suficiente en otra, generando necesidad de reorganizacion, puede variarse
la forma sin cambiar el &rea, cambiar la unidad manteniendo la regidn, retirar
gradualmente la cuadricula o pedir que una estrategia sea explicada con una
representacion distinta. La comparacion entre soluciones se vuelve entonces parte del
contenido: obliga a identificar qué informacion es matematica y cuél pertenece solo al
dibujo o al material. Esta logica favorece que el estudiante formule conjeturas,
encuentre contraejemplos y desarrolle criterios para elegir procedimientos, en lugar de
asociar cada apariencia visual con una regla aislada. La variacion controlada es, ademas,
un recurso potente para el docente porque hace observable la estabilidad o fragilidad de
la comprension.

En términos de investigacion educativa, el valor del disefio radica en su
capacidad para revelar el significado que las estudiantes atribuian a unidad, éarea,
superficie y medida plantea una exigencia metodoldgica: separar cuidadosamente
desempefio inmediato, comprension conceptual y transferencia. Una secuencia puede
mejorar la ejecucion durante la sesion porque ofrece apoyos visibles, sin que ello
implique que el estudiante haya internalizado la estructura necesaria para resolver una
tarea distante. Por eso son relevantes las pruebas diferidas, las representaciones
novedosas Y la solicitud de justificaciones. La tesis de origen ya ofrece una sefial en esa
direccién al incluir una segunda actividad una semana después; la literatura
contemporanea sobre progresiones y evaluacion formativa permite ampliar ese criterio y
proponer seguimientos mas extensos. De este modo, el disefio de ensefianza y el disefio

de investigacion convergen en una misma pregunta: qué evidencia permite afirmar que
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el conocimiento funciona mas alla de la situacion en la que fue construido (Castillo
Pérez (2015); Silva (2010); Brousseau (2007)).

En suma, este apartado refuerza una idea transversal del libro: comprender area
supone coordinar relaciones geométricas, métricas y representacionales y poder
justificar su funcionamiento cuando cambian las condiciones de la tarea. Esta
coordinacion prepara el terreno para el siguiente apartado, donde el analisis desplaza el

énfasis hacia una dimension complementaria del mismo problema.

5.3 DEL PERIMETRO Y LOS ANGULOS AL RECUBRIMIENTO
DE SUPERFICIES

El ndcleo de este apartado es los primeros intentos de las estudiantes y el
desplazamiento desde procedimientos no pertinentes hacia estrategias de recubrimiento
y conteo. Este desplazamiento conceptual resulta decisivo porque el area no se aprende
de manera sélida cuando se presenta Unicamente como una operacion aritmética
asociada a ciertas figuras. La matematica escolar necesita construir un puente entre
experiencias de comparacion y transformacion, representaciones geométricas y
cuantificacion. Desde esta perspectiva, el aprendizaje se entiende como una
reorganizacion progresiva de relaciones: qué se mide, con qué unidad se compara, qué
transformaciones conservan la magnitud y como se justifican los resultados. (Castillo
Pérez (2015); Kamii y Kysh (2006); Hong et al. (2018)) ofrece un marco convergente
para interpretar este transito y para diferenciar el conocimiento que permite ejecutar un
calculo del conocimiento que permite explicar por qué ese calculo representa una
medida de area.

La investigacion que sirve de base a esta obra aporta un referente empirico
especialmente (til: al comienzo algunas midieron lados, intentaron sumar o multiplicar
medidas e incluso solicitaron un transportador por asociacion con la clase anterior de
angulos. Este dato no se utiliza aqui como ilustracion anecdotica, sino como evidencia
situada de los problemas conceptuales que aparecen cuando el estudiante debe actuar sin
una formula inmediatamente disponible. La riqueza del caso reside en que registra
procedimientos, conversaciones y cambios de estrategia, por lo que permite reconstruir
el razonamiento y no solo clasificar respuestas como correctas o incorrectas. La lectura
editorial del estudio preserva esta evidencia, pero la inserta en un marco cientifico mas
amplio para evitar que la interpretacion quede restringida a las condiciones particulares

del aula observada (Castillo Pérez, 2015).
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La literatura especializada amplia esta lectura al sefialar que la relectura de la
consigna y el contacto con cuadriculas y unidades permitieron que ambos grupos
construyeran procedimientos centrados en el interior de los poligonos. En consecuencia,
la comprension del &rea puede describirse como una red de coordinaciones entre
atributos geométricos, unidades, representaciones y operaciones. Cuando una de estas
coordinaciones falta, el estudiante puede producir una respuesta numérica plausible sin
controlar el significado de la magnitud. Por ello, la ensefianza conceptual no se opone a
la eficiencia procedimental; su finalidad es que la eficiencia se apoye en estructuras que
puedan recuperarse, explicarse y transferirse. (Castillo Pérez (2015); Kamii y Kysh
(2006); Hong et al. (2018)) coincide en que la calidad del conocimiento se hace visible
cuando el alumno puede cambiar de representacion o de estrategia sin perder el control
sobre la relacion matematica central.

Un mecanismo particularmente relevante es que el episodio muestra que
recordar una férmula no equivale a identificar el atributo que debe medirse y que la
proximidad temporal de un tema puede sesgar la seleccion de herramientas. Esta idea
permite transformar la tarea didactica: ya no se trata solo de pedir un ndmero, sino de
disefiar condiciones para que determinadas relaciones sean necesarias. El estudiante
debe decidir qué conservar, qué transformar y qué informacién resulta pertinente. Las
tareas con variaciones controladas pueden provocar una ruptura de estrategias fragiles y
favorecer otras mas generales. Esa reorganizacion constituye una sefial de aprendizaje
mas potente que la repeticion exitosa de un mismo tipo de ejercicio, porque muestra que
el conocimiento empieza a funcionar como herramienta para anticipar y justificar
acciones matematicas.

Desde el punto de vista del disefio de ensefianza, la cuadricula oper6 como
puente entre percepcion y cuantificacion, aunque también origind errores cuando las
figuras no estaban correctamente alineadas. La consigna, los materiales y las
representaciones deben sostener la actividad intelectual sin sustituirla. Una tarea
demasiado guiada convierte el procedimiento en obediencia; una tarea demasiado
abierta puede dispersar la atencion y ocultar el objeto matematico. El equilibrio consiste
en restringir suficientemente el medio para que las estrategias relevantes tengan
consecuencias observables y, al mismo tiempo, conservar un espacio de decision para el

estudiante. En esta logica, la intervencién docente se orienta a pedir razones, comparar
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procedimientos y devolver preguntas que obliguen a revisar la coherencia de las
soluciones, antes que a indicar el algoritmo esperado.

Conviene introducir una cautela: la evolucion de estrategia es mas informativa
que una respuesta aislada porque hace visible la reorganizacion del significado de medir
area. Esta precision evita convertir recursos, teorias o procedimientos en recetas
universales. Una cuadricula, un manipulativo, una formula o un software no poseen
eficacia didactica por si mismos; su funcion depende de la relacion que la tarea
establezca entre el recurso y el conocimiento. Incluso una estrategia matematicamente
valida puede convertirse en obstaculo si se aplica de manera rigida fuera de las
condiciones que justifican su uso. El analisis didactico debe, por tanto, atender a la
estructura del problema, a los conocimientos previos y a las decisiones que el medio
hace posibles 0 necesarias.

Una consecuencia para el aprendizaje es que las respuestas parciales deben
leerse como configuraciones de conocimiento, no como simples fallas. Un estudiante
puede reconocer una unidad de area y, sin embargo, no estructurarla en filas y
columnas; puede descomponer una figura correctamente y recomponer mal sus areas; o
puede calcular una medida con precisién sin distinguir la magnitud del nimero. Esta
granularidad explica por qué una evaluacion basada solo en aciertos pierde informacién
crucial. Los niveles de razonamiento y las trayectorias de aprendizaje permiten describir
qué relaciones estan disponibles y cudles requieren nuevas experiencias, especialmente
cuando se combinan observaciones, producciones graficas y explicaciones verbales
(Castillo Pérez (2015); Kamii y Kysh (2006); Hong et al. (2018)).

El lenguaje cumple aqui una funcion epistemoldgica. Expresiones como
superficie, area, medida, unidad, cuadrado, lado o perimetro no son intercambiables,
aungue en la conversacion cotidiana puedan mezclarse. La precisioén verbal ayuda a
estabilizar distinciones que después sostienen la simbolizacion. Sin embargo, la
correccion terminoldgica no debe preceder mecanicamente a la comprension: puede
emerger de la necesidad de comunicar diferencias entre procedimientos y resultados. La
institucionalizacion docente tiene sentido cuando nombra relaciones que los estudiantes
ya han encontrado o que necesitan reorganizar, conectando producciones personales con
una forma matematica compartida y culturalmente estable.

El contraste entre representaciones es otra herramienta de profundizacion. Una

misma relacion puede expresarse mediante recortes, una cuadricula, una tabla de
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medidas, un diagrama, una expresion multiplicativa o una construccion dinamica.
Cuando el estudiante puede explicar como se conserva el significado al pasar de una
representacion a otra, aumenta la probabilidad de que el conocimiento sea flexible.
Cuando solo domina una representacion, la aparente comprension puede depender de
sefiales perceptivas especificas. Por ello, resulta valioso retirar gradualmente apoyos
visibles, introducir unidades no convencionales y plantear figuras cuya orientaciéon o
complejidad impida reconocer de inmediato una formula conocida.

La Tabla 21 organiza los elementos centrales de esta discusion en un formato
comparativo. Su funcion es hacer visibles relaciones que suelen aparecer dispersas en la
literatura o en las producciones de aula y facilitar su uso en analisis didactico y
planificacion.

Tabla 21. Procedimientos iniciales observados y su interpretacion

Procedimiento observado QUE revela Evolucion posterior
Abandono al no recordar qué
hacer con los lados

Medir lados con regla Asociacién area—perimetro

Influencia de aprendizaje
reciente sobre angulos
Busqueda de unidad de
recubrimiento

Solicitar transportador Revision de la consigna

Copiar en cuadricula Conteo de cuadrados

Superponer recorte en

: Conexion region—unidad Medicion por recubrimiento
cuadricula
. Uso de conservacion y Resolucion de triangulos y
Completar figuras S ) .
composicién figuras complejas

Elaboracion propia a partir de datos cualitativos de Castillo Pérez (2015).

La lectura de la Tabla 21 confirma que una misma tarea de area puede activar
conocimientos distintos segun la unidad, la representacién, la figura y la exigencia de
justificacién. Por ello, el disefio no deberia evaluar Unicamente la exactitud final, sino
también la relacion matematica que sostiene el procedimiento y su estabilidad ante una
variacion controlada.

La dimension espacial merece atencion explicita. La medicién de area exige
concebir unidades bidimensionales que recubren una regién, coordinar partes y
totalidad, y anticipar transformaciones que no alteran la cantidad de superficie. Estas
operaciones implican visualizacion, pero no se reducen a una habilidad perceptiva
aislada. La visualizacion se vuelve matematica cuando se articula con propiedades,
relaciones de equivalencia y argumentos. La evidencia contemporanea sobre habilidades
espaciales y rendimiento matematico permite entender por qué tareas de rotacion,

particion, estructuracion y recomposicion pueden contribuir a aprendizajes mas
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generales, siempre que se integren al contenido y no se trabajen como ejercicios
desconectados (Castillo Pérez (2015); Kamii y Kysh (2006); Hong et al. (2018)).

La evaluacion formativa ofrece un marco operativo para convertir estas
observaciones en decisiones de ensefianza. La pregunta clave no es solo si el estudiante
Ilegd a un resultado, sino qué unidad imaginG, cémo organizo el recubrimiento, qué
relacion utiliz6, como verificd su estrategia y si puede sostenerla en una tarea
modificada. La retroalimentacién Gtil se dirige a una relacion matematica concreta y
abre una nueva oportunidad de accion. De este modo, evaluar y ensefiar dejan de ser
momentos separados: la evidencia recogida durante la actividad permite ajustar el
medio, seleccionar una variante de la tarea o decidir qué conocimiento necesita ser
institucionalizado (Castillo Pérez (2015); Kamii y Kysh (2006); Hong et al. (2018)).

En términos curriculares, este enfoque exige continuidad. Las nociones de
comparacion, conservacion, unidad e iteracion deberian reaparecer con creciente
complejidad a lo largo de la primaria, en lugar de quedar encapsuladas en una unidad
tematica breve. Cada retorno puede incorporar nuevas restricciones: unidades
convencionales, medidas fraccionarias, figuras compuestas, datos incompletos,
problemas inversos o necesidad de justificar generalizaciones. Una progresion de este
tipo conecta la intuicion geométrica con el razonamiento multiplicativo y prepara
aprendizajes posteriores de proporcionalidad, semejanza, superficie y modelizacion.

La diversidad de estudiantes obliga a evitar una Unica via de acceso. Algunos
alumnos se benefician de manipular y superponer; otros de dibujar, verbalizar o usar
una representacion dinamica. Ofrecer multiples representaciones no significa reducir la
exigencia matematica, sino permitir que la relacién central sea accesible desde
diferentes sistemas semioticos. El criterio de calidad es que todas las vias converjan en
una explicacion controlable: qué se conserva, qué cambia, por qué la unidad elegida es
pertinente y como se puede verificar la medida. Este enfoque resulta compatible con una
ensefianza inclusiva centrada en el razonamiento.

Para el profesorado, la implicacion mas exigente es anticipar estrategias sin
fijarlas. Disefiar una buena situacion supone imaginar procedimientos plausibles, errores
productivos, valores de variables que provoquen cambios y preguntas que permitan
sostener la autonomia. La planificacion se convierte asi en una hipétesis sobre el
funcionamiento del conocimiento en un medio. Durante la clase, esa hipotesis debe

confrontarse con las producciones reales y revisarse cuando las respuestas muestran
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relaciones distintas de las previstas. Esta l6gica aproxima la préctica docente a una
investigacion sistematica de la ensefianza.

La expansion cientifica realizada en este libro también permite situar el caso en
una escala adecuada. Las evidencias microdidacticas ofrecen profundidad interpretativa,
mientras que revisiones sistematicas y metaanalisis aportan panoramas mas amplios
sobre patrones, relaciones y efectos. Ninguno de estos niveles sustituye al otro. El caso
explica como puede organizarse una estrategia dentro de una situacion concreta; la
evidencia acumulada ayuda a estimar si el problema observado es recurrente y qué
enfoques han mostrado resultados consistentes. Su integracion fortalece la discusion sin
atribuir al pequefio estudio original alcances que no posee.

Como sintesis, el disefio de experiencias debe combinar comparacion, medicion,
transformacion y argumentacién, con variaciones que permitan observar si el estudiante
conserva el significado al cambiar de unidad, figura o representacion. Esta formulacién
conecta el analisis conceptual con una decision educativa verificable y prepara el paso
hacia el siguiente problema del capitulo. La ensefianza del area como magnitud adquiere
coherencia cuando las tareas, los recursos, las interacciones y la evaluacion apuntan a
las mismas relaciones matematicas. El objetivo no es prolongar indefinidamente
experiencias manipulativas ni retrasar el simbolismo, sino asegurar que la economia de
la formula sea el punto de llegada de una estructura comprensible y que, una vez
introducida, pueda volver a justificarse desde unidades, transformaciones y relaciones
espaciales.

Desde una perspectiva epistemoldgica, los primeros intentos de las estudiantes y
el desplazamiento desde procedimientos no pertinentes hacia estrategias de
recubrimiento y conteo también permite comprender que los conceptos escolares son el
resultado de una organizacion progresiva de experiencias y relaciones. La historia de la
medicion muestra que cuantificar una superficie supone estabilizar unidades,
operaciones de composicion y criterios de equivalencia; la ensefianza reproduce
parcialmente ese desafio a escala cognitiva. Por eso, saltar directamente a una notacion
eficiente puede ocultar los problemas que la propia matematica tuvo que resolver: quée
cuenta como la misma cantidad de superficie, como se comparan regiones no
superponibles y de qué manera una unidad puede iterarse de forma coherente. (Castillo

Pérez (2015); Kamii y Kysh (2006); Hong et al. (2018)) proporciona antecedentes para
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disefiar tareas donde esas relaciones se conviertan en objeto de reflexion y no
permanezcan como supuestos invisibles detras de un algoritmo.

Una forma de operacionalizar este enfoque consiste en construir secuencias de
tareas que mantengan estable el conocimiento central y modifiquen una condicion a la
vez. A partir de la cuadricula oper6 como puente entre percepcion y cuantificacion,
aunque también origino errores cuando las figuras no estaban correctamente alineadas,
puede variarse la forma sin cambiar el &rea, cambiar la unidad manteniendo la regién,
retirar gradualmente la cuadricula o pedir que una estrategia sea explicada con una
representacion distinta. La comparacion entre soluciones se vuelve entonces parte del
contenido: obliga a identificar qué informacion es matemaética y cuél pertenece solo al
dibujo o al material. Esta légica favorece que el estudiante formule conjeturas,
encuentre contraejemplos y desarrolle criterios para elegir procedimientos, en lugar de
asociar cada apariencia visual con una regla aislada. La variacion controlada es, ademas,
un recurso potente para el docente porque hace observable la estabilidad o fragilidad de
la comprension.

En términos de investigacion educativa, la evolucion de estrategia es mas
informativa que una respuesta aislada porque hace visible la reorganizacion del
significado de medir area plantea una exigencia metodoldgica: separar cuidadosamente
desempefio inmediato, comprension conceptual y transferencia. Una secuencia puede
mejorar la ejecucion durante la sesion porque ofrece apoyos visibles, sin que ello
implique que el estudiante haya internalizado la estructura necesaria para resolver una
tarea distante. Por eso son relevantes las pruebas diferidas, las representaciones
novedosas Y la solicitud de justificaciones. La tesis de origen ya ofrece una sefial en esa
direccién al incluir una segunda actividad una semana después; la literatura
contemporanea sobre progresiones y evaluacion formativa permite ampliar ese criterio y
proponer seguimientos mas extensos. De este modo, el disefio de ensefianza y el disefio
de investigacion convergen en una misma pregunta: qué evidencia permite afirmar que
el conocimiento funciona mas alld de la situacion en la que fue construido (Castillo
Pérez (2015); Kamii y Kysh (2006); Hong et al. (2018)).

En suma, este apartado refuerza una idea transversal del libro: comprender area
supone coordinar relaciones geométricas, métricas y representacionales y poder

justificar su funcionamiento cuando cambian las condiciones de la tarea. Esta
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coordinacion prepara el terreno para el siguiente apartado, donde el anélisis desplaza el

énfasis hacia una dimension complementaria del mismo problema.

5.4 COMPOSICION, DESCOMPOSICION, CAMBIO DE UNIDAD
Y ERRORES PRODUCTIVOS

El nicleo de este apartado es la manera en que las participantes completaron
triangulos, transformaron figuras complejas y coordinaron unidades diferentes para
atribuir medidas de area. Este desplazamiento conceptual resulta decisivo porque el area
no se aprende de manera sélida cuando se presenta Unicamente como una operacion
aritmética asociada a ciertas figuras. La matematica escolar necesita construir un puente
entre experiencias de comparacion y transformacion, representaciones geométricas y
cuantificacion. Desde esta perspectiva, el aprendizaje se entiende como una
reorganizacion progresiva de relaciones: qué se mide, con qué unidad se compara, qué
transformaciones conservan la magnitud y como se justifican los resultados. (Castillo
Pérez (2015); Lehmann (2023); Clements et al. (2018)) ofrece un marco convergente
para interpretar este transito y para diferenciar el conocimiento que permite ejecutar un
calculo del conocimiento que permite explicar por qué ese calculo representa una
medida de area.

La investigacion que sirve de base a esta obra aporta un referente empirico
especialmente til: varios poligonos fueron medidos mediante completar rectangulos,
contar cuadrados o recomponer partes; el poligono K, inicialmente percibido como
dificil, pudo resolverse al reorganizar tridngulos y cuadrados. Este dato no se utiliza
aqui como ilustracién anecddética, sino como evidencia situada de los problemas
conceptuales que aparecen cuando el estudiante debe actuar sin una formula
inmediatamente disponible. La riqueza del caso reside en que registra procedimientos,
conversaciones y cambios de estrategia, por lo que permite reconstruir el razonamiento
y no solo clasificar respuestas como correctas o incorrectas. La lectura editorial del
estudio preserva esta evidencia, pero la inserta en un marco cientifico mas amplio para
evitar que la interpretacién quede restringida a las condiciones particulares del aula
observada (Castillo Pérez, 2015).

La literatura especializada amplia esta lectura al sefialar que el poligono D
revel6 un limite: completar una figura y dividir entre dos produjo 12,5 cuando la medida
correcta era 7,5, porque la regién original no era exactamente la mitad del cuadrado

construido. En consecuencia, la comprension del area puede describirse como una red
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de coordinaciones entre atributos geométricos, unidades, representaciones y
operaciones. Cuando una de estas coordinaciones falta, el estudiante puede producir una
respuesta numerica plausible sin controlar el significado de la magnitud. Por ello, la
ensefianza conceptual no se opone a la eficiencia procedimental; su finalidad es que la
eficiencia se apoye en estructuras que puedan recuperarse, explicarse y transferirse.
(Castillo Pérez (2015); Lehmann (2023); Clements et al. (2018)) coincide en que la
calidad del conocimiento se hace visible cuando el alumno puede cambiar de
representacion o de estrategia sin perder el control sobre la relacién matemaética central.

Un mecanismo particularmente relevante es que el error muestra que una
heuristica Gtil debe validarse contra la estructura geométrica especifica y no aplicarse
por semejanza superficial. Esta idea permite transformar la tarea didéactica: ya no se trata
solo de pedir un numero, sino de disefiar condiciones para que determinadas relaciones
sean necesarias. El estudiante debe decidir qué conservar, qué transformar y qué
informacion resulta pertinente. Las tareas con variaciones controladas pueden provocar
una ruptura de estrategias fragiles y favorecer otras mas generales. Esa reorganizacion
constituye una sefial de aprendizaje méas potente que la repeticion exitosa de un mismo
tipo de ejercicio, porque muestra que el conocimiento empieza a funcionar como
herramienta para anticipar y justificar acciones matematicas.

Desde el punto de vista del disefio de ensefianza, en otros episodios las
estudiantes reconocieron que 192 cuadrados pequefios, 12 cuadrados grandes o 24
triangulos podian representar la medida de una misma &rea con unidades distintas. La
consigna, los materiales y las representaciones deben sostener la actividad intelectual
sin sustituirla. Una tarea demasiado guiada convierte el procedimiento en obediencia;
una tarea demasiado abierta puede dispersar la atencién y ocultar el objeto matematico.
El equilibrio consiste en restringir suficientemente el medio para que las estrategias
relevantes tengan consecuencias observables y, al mismo tiempo, conservar un espacio
de decision para el estudiante. En esta ldgica, la intervencion docente se orienta a pedir
razones, comparar procedimientos y devolver preguntas que obliguen a revisar la
coherencia de las soluciones, antes que a indicar el algoritmo esperado.

Conviene introducir una cautela: estos contrastes ofrecen evidencia local de
avance conceptual y, al mismo tiempo, de conocimientos todavia fragiles. Esta precision
evita convertir recursos, teorias o procedimientos en recetas universales. Una

cuadricula, un manipulativo, una formula o un software no poseen eficacia didactica por
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si mismos; su funcion depende de la relacion que la tarea establezca entre el recurso y el
conocimiento. Incluso una estrategia matematicamente valida puede convertirse en
obstaculo si se aplica de manera rigida fuera de las condiciones que justifican su uso. El
andlisis didactico debe, por tanto, atender a la estructura del problema, a los
conocimientos previos y a las decisiones que el medio hace posibles o necesarias.

Una consecuencia para el aprendizaje es que las respuestas parciales deben
leerse como configuraciones de conocimiento, no como simples fallas. Un estudiante
puede reconocer una unidad de area y, sin embargo, no estructurarla en filas y
columnas; puede descomponer una figura correctamente y recomponer mal sus areas; o
puede calcular una medida con precision sin distinguir la magnitud del nimero. Esta
granularidad explica por qué una evaluacion basada solo en aciertos pierde informacién
crucial. Los niveles de razonamiento y las trayectorias de aprendizaje permiten describir
qué relaciones estan disponibles y cudles requieren nuevas experiencias, especialmente
cuando se combinan observaciones, producciones graficas y explicaciones verbales
(Castillo Pérez (2015); Lehmann (2023); Clements et al. (2018)).

El lenguaje cumple aqui una funcion epistemoldgica. Expresiones como
superficie, area, medida, unidad, cuadrado, lado o perimetro no son intercambiables,
aungue en la conversacion cotidiana puedan mezclarse. La precisioén verbal ayuda a
estabilizar distinciones que después sostienen la simbolizacion. Sin embargo, la
correccion terminoldgica no debe preceder mecanicamente a la comprension: puede
emerger de la necesidad de comunicar diferencias entre procedimientos y resultados. La
institucionalizacién docente tiene sentido cuando nombra relaciones que los estudiantes
ya han encontrado o que necesitan reorganizar, conectando producciones personales con
una forma matematica compartida y culturalmente estable.

El contraste entre representaciones es otra herramienta de profundizacion. Una
misma relacion puede expresarse mediante recortes, una cuadricula, una tabla de
medidas, un diagrama, una expresion multiplicativa o una construccion dinamica.
Cuando el estudiante puede explicar como se conserva el significado al pasar de una
representacion a otra, aumenta la probabilidad de que el conocimiento sea flexible.
Cuando solo domina una representacion, la aparente comprension puede depender de
sefiales perceptivas especificas. Por ello, resulta valioso retirar gradualmente apoyos
visibles, introducir unidades no convencionales y plantear figuras cuya orientacién o

complejidad impida reconocer de inmediato una férmula conocida.

Veronica Milagros Castillo Perez 181



Construccion del concepto de area como magnitud
De la teoria de situaciones didacticas a las aulas de educacién primaria

La Tabla 22 organiza los elementos centrales de esta discusion en un formato
comparativo. Su funcion es hacer visibles relaciones que suelen aparecer dispersas en la

literatura o en las producciones de aula y facilitar su uso en andlisis didéctico y

planificacion.
Tabla 22. Medidas esperadas para los poligonos A—L bajo distintas unidades
Poligono Grupo A Grupo B Cir:izlg dde Cuadricula
A 7,5 3,75 15 120 cuadrados
B 15 7,5 30 240 cuadrados
C 9 4,5 18 144 cuadrados
D 7,5 3,75 15 120 cuadrados
E 12 6 24 192 cuadrados
F 12 6 24 192 cuadrados
G 15 7,5 30 240 cuadrados
H 8 4 16 128 cuadrados
[ 7,5 3,75 15 120 cuadrados
J 8 4 16 128 cuadrados
K 12 6 24 192 cuadrados
L 16 8 32 256 cuadrados

Fuente: Castillo Pérez (2015). Estos valores pertenecen al analisis a priori y no constituyen frecuencias empiricas.

La lectura de la Tabla 22 confirma que una misma tarea de area puede activar
conocimientos distintos segln la unidad, la representacion, la figura y la exigencia de
justificacién. Por ello, el disefio no deberia evaluar Unicamente la exactitud final, sino
también la relacién matematica que sostiene el procedimiento y su estabilidad ante una
variacion controlada.

La Tabla 23 organiza los elementos centrales de esta discusién en un formato
comparativo. Su funcion es hacer visibles relaciones que suelen aparecer dispersas en la
literatura o en las producciones de aula y facilitar su uso en analisis didactico y

planificacion.

Tabla 23. Episodios de error con valor diagnéstico

Episodio

Respuesta/accion

Referencia correcta

Lectura didactica

Completd rectangulo y

La figura completada

Poligono I, grupo | obtuvo 10 7,5 unidades incorporo region
adicional
I No era exactamente la
Poligono D, grupo | Dividi6 25 entre 2.y 7,5 unidades mitad del cuadrado
obtuvo 12,5
completado
. Aparece 17 x 16 =119 | 256 cuadraditos para Error de representacién
Poligono L - .
en el didlogo 16 x 16 y célculo

Situacién 2 de
transferencia

Dificultad ante
decimales y tiempo

Explicacion por
unidades distintas

Transferencia
conceptual incompleta

Elaboracion propia a partir de Castillo Pérez (2015).

La lectura de la Tabla 23 confirma que una misma tarea de area puede activar

conocimientos distintos segln la unidad, la representacion, la figura y la exigencia de
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justificacion. Por ello, el disefio no deberia evaluar Unicamente la exactitud final, sino
también la relacion matematica que sostiene el procedimiento y su estabilidad ante una
variacion controlada.

La dimension espacial merece atencion explicita. La medicion de area exige
concebir unidades bidimensionales que recubren una regién, coordinar partes y
totalidad, y anticipar transformaciones que no alteran la cantidad de superficie. Estas
operaciones implican visualizacion, pero no se reducen a una habilidad perceptiva
aislada. La visualizacion se vuelve matematica cuando se articula con propiedades,
relaciones de equivalencia y argumentos. La evidencia contemporanea sobre habilidades
espaciales y rendimiento matematico permite entender por que tareas de rotacion,
particion, estructuracion y recomposicion pueden contribuir a aprendizajes mas
generales, siempre que se integren al contenido y no se trabajen como ejercicios
desconectados (Castillo Pérez (2015); Lehmann (2023); Clements et al. (2018)).

La evaluacion formativa ofrece un marco operativo para convertir estas
observaciones en decisiones de ensefianza. La pregunta clave no es solo si el estudiante
llegd a un resultado, sino qué unidad imagin6, cdmo organizo el recubrimiento, qué
relacion utiliz6, como verificod su estrategia y si puede sostenerla en una tarea
modificada. La retroalimentacion Util se dirige a una relacion matematica concreta y
abre una nueva oportunidad de accion. De este modo, evaluar y ensefiar dejan de ser
momentos separados: la evidencia recogida durante la actividad permite ajustar el
medio, seleccionar una variante de la tarea o decidir qué conocimiento necesita ser
institucionalizado (Castillo Pérez (2015); Lehmann (2023); Clements et al. (2018)).

En términos curriculares, este enfoque exige continuidad. Las nociones de
comparacion, conservacion, unidad e iteracion deberian reaparecer con creciente
complejidad a lo largo de la primaria, en lugar de quedar encapsuladas en una unidad
tematica breve. Cada retorno puede incorporar nuevas restricciones: unidades
convencionales, medidas fraccionarias, figuras compuestas, datos incompletos,
problemas inversos o necesidad de justificar generalizaciones. Una progresion de este
tipo conecta la intuicion geomeétrica con el razonamiento multiplicativo y prepara

aprendizajes posteriores de proporcionalidad, semejanza, superficie y modelizacion.
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Grafico 1. Medidas esperadas de los poligonos A-L con la unidad del Grupo A

Medidas esperadas de los poligonos A-L con la unidad del Grupo A

16
16 -

15 15

Unidades del Grupo A

A B C D E F G H | J K L
Fuente: Castillo Pérez (2015). Valores del andlisis a priori; no representan frecuencias observadas.

El Gréfico 1 no debe interpretarse como una distribucién de desempefio. Su
funcidn es visualizar relaciones numeéricas explicitadas en el analisis a priori de la tesis
y reforzar la distincion entre magnitud y medida: el valor numérico depende de la
unidad seleccionada, mientras que la region cuya area se mide permanece como
referente geométrico.

Gréfico 2. Poligonos A, C y D bajo cuatro sistemas de medida

Poligonos A, C y D bajo cuatro sistemas de medida

Grupo A

Grupo B

Cambio de unidad
Cuadricula

100 1

80 1

60 -

40

indice relativo dentro de cada unidad (%)

201

A C D

Fuente: Castillo Pérez (2015). Escalas numéricas distintas porque las unidades también son distintas; se grafican para
visualizar la dependencia de la medida respecto de la unidad. Para evitar una comparacién engafiosa entre unidades
diferentes, cada serie se expresa como indice relativo respecto de su maximo interno.
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El Grafico 2 no debe interpretarse como una distribucién de desempefio. Su
funcién es visualizar relaciones numericas explicitadas en el analisis a priori de la tesis
y reforzar la distincion entre magnitud y medida: el valor numérico depende de la
unidad seleccionada, mientras que la region cuya area se mide permanece como

referente geométrico.

Gréfico 3. Una misma area del poligono L expresada con unidades diferentes

Una misma area del poligono L expresada con unidades diferentes
256

250 A

200 A

150 A

100 A

Numero de unidades

50

8

O .
Grupo A Grupo B Cambio de unidad Cuadricula

Fuente: Castillo Pérez (2015). El contraste ilustra que el nimero cambia con la unidad; la magnitud area del poligono
permanece invariante.

El Grafico 3 no debe interpretarse como una distribucion de desempefio. Su
funcion es visualizar relaciones numéricas explicitadas en el andlisis a priori de la tesis
y reforzar la distincion entre magnitud y medida: el valor numérico depende de la
unidad seleccionada, mientras que la region cuya area se mide permanece como
referente geométrico.

La diversidad de estudiantes obliga a evitar una Unica via de acceso. Algunos
alumnos se benefician de manipular y superponer; otros de dibujar, verbalizar o usar
una representacion dinamica. Ofrecer multiples representaciones no significa reducir la
exigencia matematica, sino permitir que la relacién central sea accesible desde
diferentes sistemas semioticos. El criterio de calidad es que todas las vias converjan en
una explicacion controlable: qué se conserva, qué cambia, por qué la unidad elegida es
pertinente y como se puede verificar la medida. Este enfoque resulta compatible con una

ensefianza inclusiva centrada en el razonamiento.
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Para el profesorado, la implicacion mas exigente es anticipar estrategias sin
fijarlas. Disefiar una buena situacion supone imaginar procedimientos plausibles, errores
productivos, valores de variables que provoquen cambios y preguntas que permitan
sostener la autonomia. La planificacion se convierte asi en una hipotesis sobre el
funcionamiento del conocimiento en un medio. Durante la clase, esa hipotesis debe
confrontarse con las producciones reales y revisarse cuando las respuestas muestran
relaciones distintas de las previstas. Esta Idgica aproxima la préctica docente a una
investigacion sistematica de la ensefianza.

La expansion cientifica realizada en este libro también permite situar el caso en
una escala adecuada. Las evidencias microdidacticas ofrecen profundidad interpretativa,
mientras que revisiones sistematicas y metaandlisis aportan panoramas mas amplios
sobre patrones, relaciones y efectos. Ninguno de estos niveles sustituye al otro. El caso
explica como puede organizarse una estrategia dentro de una situacion concreta; la
evidencia acumulada ayuda a estimar si el problema observado es recurrente y qué
enfoques han mostrado resultados consistentes. Su integracion fortalece la discusion sin
atribuir al pequefio estudio original alcances que no posee.

Como sintesis, el disefio de experiencias debe combinar comparacion, medicion,
transformacion y argumentacion, con variaciones que permitan observar si el estudiante
conserva el significado al cambiar de unidad, figura o representacion. Esta formulacion
conecta el analisis conceptual con una decision educativa verificable y prepara el paso
hacia el siguiente problema del capitulo. La ensefianza del area como magnitud adquiere
coherencia cuando las tareas, los recursos, las interacciones y la evaluacion apuntan a
las mismas relaciones matematicas. El objetivo no es prolongar indefinidamente
experiencias manipulativas ni retrasar el simbolismo, sino asegurar que la economia de
la formula sea el punto de llegada de una estructura comprensible y que, una vez
introducida, pueda volver a justificarse desde unidades, transformaciones y relaciones
espaciales.

Desde una perspectiva epistemoldgica, la manera en que las participantes
completaron triangulos, transformaron figuras complejas y coordinaron unidades
diferentes para atribuir medidas de area también permite comprender que los conceptos
escolares son el resultado de una organizacion progresiva de experiencias y relaciones.
La historia de la medicion muestra que cuantificar una superficie supone estabilizar

unidades, operaciones de composicion y criterios de equivalencia; la ensefianza
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reproduce parcialmente ese desafio a escala cognitiva. Por eso, saltar directamente a una
notacion eficiente puede ocultar los problemas que la propia matematica tuvo que
resolver: qué cuenta como la misma cantidad de superficie, como se comparan regiones
no superponibles y de qué manera una unidad puede iterarse de forma coherente.
(Castillo Pérez (2015); Lehmann (2023); Clements et al. (2018)) proporciona
antecedentes para disefiar tareas donde esas relaciones se conviertan en objeto de
reflexion y no permanezcan como supuestos invisibles detrds de un algoritmo.

Una forma de operacionalizar este enfoque consiste en construir secuencias de
tareas que mantengan estable el conocimiento central y modifiquen una condicién a la
vez. A partir de en otros episodios las estudiantes reconocieron que 192 cuadrados
pequefios, 12 cuadrados grandes o 24 triangulos podian representar la medida de una
misma area con unidades distintas, puede variarse la forma sin cambiar el area, cambiar
la unidad manteniendo la region, retirar gradualmente la cuadricula o pedir que una
estrategia sea explicada con una representacion distinta. La comparacién entre
soluciones se vuelve entonces parte del contenido: obliga a identificar qué informacion
es matematica y cudl pertenece solo al dibujo o al material. Esta ldgica favorece que el
estudiante formule conjeturas, encuentre contraejemplos y desarrolle criterios para
elegir procedimientos, en lugar de asociar cada apariencia visual con una regla aislada.
La variacion controlada es, ademas, un recurso potente para el docente porque hace
observable la estabilidad o fragilidad de la comprension.

En términos de investigacion educativa, estos contrastes ofrecen evidencia local
de avance conceptual y, al mismo tiempo, de conocimientos todavia fragiles plantea una
exigencia metodoldgica: separar cuidadosamente desempefio inmediato, comprension
conceptual y transferencia. Una secuencia puede mejorar la ejecucion durante la sesion
porque ofrece apoyos visibles, sin que ello implique que el estudiante haya internalizado
la estructura necesaria para resolver una tarea distante. Por eso son relevantes las
pruebas diferidas, las representaciones novedosas y la solicitud de justificaciones. La
tesis de origen ya ofrece una sefial en esa direccion al incluir una segunda actividad una
semana después; la literatura contemporanea sobre progresiones y evaluacion formativa
permite ampliar ese criterio y proponer seguimientos mas extensos. De este modo, el
disefio de ensefianza y el disefio de investigacion convergen en una misma pregunta:
qué evidencia permite afirmar que el conocimiento funciona mas alla de la situacion en
la que fue construido (Castillo Pérez (2015); Lehmann (2023); Clements et al. (2018)).
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En suma, este apartado refuerza una idea transversal del libro: comprender area
supone coordinar relaciones geométricas, métricas y representacionales y poder
justificar su funcionamiento cuando cambian las condiciones de la tarea. Esta
coordinacion prepara el terreno para el siguiente apartado, donde el analisis desplaza el

énfasis hacia una dimension complementaria del mismo problema.

5.5 TRANSFERENCIA UNA SEMANA DESPUES Y ALCANCE
DE LOS RESULTADOS

El nicleo de este apartado es la segunda actividad como prueba de la estabilidad
del aprendizaje ante problemas nuevos donde una misma superficie recibia distintas
medidas segun la unidad. Este desplazamiento conceptual resulta decisivo porque el
area no se aprende de manera sélida cuando se presenta Unicamente como una
operacion aritmética asociada a ciertas figuras. La matematica escolar necesita construir
un puente entre experiencias de comparacion y transformacion, representaciones
geométricas y cuantificacion. Desde esta perspectiva, el aprendizaje se entiende como
una reorganizacion progresiva de relaciones: qué se mide, con qué unidad se compara,
qué transformaciones conservan la magnitud y como se justifican los resultados.
(Castillo Pérez (2015); Idrus et al. (2022); Harris et al. (2022)) ofrece un marco
convergente para interpretar este transito y para diferenciar el conocimiento que permite
gjecutar un célculo del conocimiento que permite explicar por qué ese célculo
representa una medida de area.

La investigacion que sirve de base a esta obra aporta un referente empirico
especialmente (til: tres estudiantes dibujaron representaciones para explicar la
diferencia entre 16 y 8 unidades; Al y B1 atribuyeron explicitamente la diferencia al
uso de unidades distintas, mientras la segunda situacion resulté mas dificil. Este dato no
se utiliza aqui como ilustracion anecdética, sino como evidencia situada de los
problemas conceptuales que aparecen cuando el estudiante debe actuar sin una formula
inmediatamente disponible. La riqueza del caso reside en que registra procedimientos,
conversaciones y cambios de estrategia, por lo que permite reconstruir el razonamiento
y no solo clasificar respuestas como correctas o incorrectas. La lectura editorial del
estudio preserva esta evidencia, pero la inserta en un marco cientifico mas amplio para
evitar que la interpretacion quede restringida a las condiciones particulares del aula
observada (Castillo Pérez, 2015).
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La literatura especializada amplia esta lectura al sefialar que el analisis global de
la tesis sefiala que el objetivo se cumplié de forma parcial porque no todas las
participantes transfirieron de manera consistente los aprendizajes a la segunda
secuencia. En consecuencia, la comprension del &rea puede describirse como una red de
coordinaciones entre atributos geométricos, unidades, representaciones y operaciones.
Cuando una de estas coordinaciones falta, el estudiante puede producir una respuesta
numerica plausible sin controlar el significado de la magnitud. Por ello, la ensefianza
conceptual no se opone a la eficiencia procedimental; su finalidad es que la eficiencia se
apoye en estructuras que puedan recuperarse, explicarse y transferirse. (Castillo Pérez
(2015); Idrus et al. (2022); Harris et al. (2022)) coincide en que la calidad del
conocimiento se hace visible cuando el alumno puede cambiar de representacion o de
estrategia sin perder el control sobre la relacion matematica central.

Un mecanismo particularmente relevante es que esta cautela es importante: los
episodios exitosos no justifican afirmar una adquisicion uniforme ni un efecto causal
generalizable. Esta idea permite transformar la tarea didactica: ya no se trata solo de
pedir un numero, sino de disefiar condiciones para que determinadas relaciones sean
necesarias. El estudiante debe decidir qué conservar, qué transformar y qué informacion
resulta pertinente. Las tareas con variaciones controladas pueden provocar una ruptura
de estrategias fragiles y favorecer otras mas generales. Esa reorganizacion constituye
una sefial de aprendizaje mas potente que la repeticion exitosa de un mismo tipo de
ejercicio, porque muestra que el conocimiento empieza a funcionar como herramienta
para anticipar y justificar acciones matematicas.

Desde el punto de vista del disefio de ensefianza, la evidencia respalda mejor la
afirmacion de que determinadas tareas y mediaciones abrieron oportunidades para
diferenciar area y medida y desarrollar estrategias mas conceptuales. La consigna, los
materiales y las representaciones deben sostener la actividad intelectual sin sustituirla.
Una tarea demasiado guiada convierte el procedimiento en obediencia; una tarea
demasiado abierta puede dispersar la atencion y ocultar el objeto matematico. El
equilibrio consiste en restringir suficientemente el medio para que las estrategias
relevantes tengan consecuencias observables y, al mismo tiempo, conservar un espacio
de decision para el estudiante. En esta ldgica, la intervencion docente se orienta a pedir
razones, comparar procedimientos y devolver preguntas que obliguen a revisar la

coherencia de las soluciones, antes que a indicar el algoritmo esperado.
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Conviene introducir una cautela: el caso sugiere ampliar duracion, variedad de
unidades, practica de transferencia y uso intencional de tecnologia en futuras
implementaciones. Esta precision evita convertir recursos, teorias o procedimientos en
recetas universales. Una cuadricula, un manipulativo, una férmula o un software no
poseen eficacia didactica por si mismos; su funcion depende de la relacion que la tarea
establezca entre el recurso y el conocimiento. Incluso una estrategia matematicamente
valida puede convertirse en obstaculo si se aplica de manera rigida fuera de las
condiciones que justifican su uso. El analisis didactico debe, por tanto, atender a la
estructura del problema, a los conocimientos previos y a las decisiones que el medio
hace posibles 0 necesarias.

Una consecuencia para el aprendizaje es que las respuestas parciales deben
leerse como configuraciones de conocimiento, no como simples fallas. Un estudiante
puede reconocer una unidad de area y, sin embargo, no estructurarla en filas y
columnas; puede descomponer una figura correctamente y recomponer mal sus areas; o
puede calcular una medida con precision sin distinguir la magnitud del nimero. Esta
granularidad explica por qué una evaluacion basada solo en aciertos pierde informacion
crucial. Los niveles de razonamiento y las trayectorias de aprendizaje permiten describir
qué relaciones estan disponibles y cudles requieren nuevas experiencias, especialmente
cuando se combinan observaciones, producciones graficas y explicaciones verbales
(Castillo Pérez (2015); Idrus et al. (2022); Harris et al. (2022)).

El lenguaje cumple aqui una funcion epistemoldgica. Expresiones como
superficie, area, medida, unidad, cuadrado, lado o perimetro no son intercambiables,
aunque en la conversacion cotidiana puedan mezclarse. La precision verbal ayuda a
estabilizar distinciones que después sostienen la simbolizacion. Sin embargo, la
correccion terminoldgica no debe preceder mecanicamente a la comprension: puede
emerger de la necesidad de comunicar diferencias entre procedimientos y resultados. La
institucionalizacion docente tiene sentido cuando nombra relaciones que los estudiantes
ya han encontrado 0 que necesitan reorganizar, conectando producciones personales con
una forma matematica compartida y culturalmente estable.

El contraste entre representaciones es otra herramienta de profundizacion. Una
misma relacion puede expresarse mediante recortes, una cuadricula, una tabla de
medidas, un diagrama, una expresion multiplicativa o una construccion dindmica.

Cuando el estudiante puede explicar como se conserva el significado al pasar de una
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representacion a otra, aumenta la probabilidad de que el conocimiento sea flexible.
Cuando solo domina una representacion, la aparente comprension puede depender de
sefiales perceptivas especificas. Por ello, resulta valioso retirar gradualmente apoyos
visibles, introducir unidades no convencionales y plantear figuras cuya orientacion o
complejidad impida reconocer de inmediato una formula conocida.

La Tabla 24 organiza los elementos centrales de esta discusion en un formato
comparativo. Su funcion es hacer visibles relaciones que suelen aparecer dispersas en la
literatura o en las producciones de aula y facilitar su uso en analisis didactico y

planificacion.

Tabla 24. Balance de hallazgos del caso

Aspecto

Evidencia de avance

Limite observado

Unidad de medida

Reconocimiento de medidas
distintas para misma area

No todas las estudiantes lo
sostienen en tareas nuevas

Cuadricula

Recurso mas utilizado para
conteo

Puede inducir errores de
alineacidén o conteo

Descomposicién/composicion

Uso espontaneo en varias
figuras

Algunas transformaciones se
aplican sin validar

Formulacioén

Explicaciones entre pares y al
docente

Precisién conceptual desigual

Transferencia

Aly B1 explican cambios de
unidad

Segunda situacion mas dificil

Contribucién a la construccion
del concepto

Elaboracion propia a partir de Castillo Pérez (2015).

Cumplimiento parcial segln

Objetivo global andlisis global de la tesis

La lectura de la Tabla 24 confirma que una misma tarea de area puede activar
conocimientos distintos segln la unidad, la representacion, la figura y la exigencia de
justificacién. Por ello, el disefio no deberia evaluar Gnicamente la exactitud final, sino
también la relacién matematica que sostiene el procedimiento y su estabilidad ante una
variacion controlada.

La dimension espacial merece atencion explicita. La medicién de area exige
concebir unidades bidimensionales que recubren una regién, coordinar partes y
totalidad, y anticipar transformaciones que no alteran la cantidad de superficie. Estas
operaciones implican visualizacion, pero no se reducen a una habilidad perceptiva
aislada. La visualizacion se vuelve matematica cuando se articula con propiedades,
relaciones de equivalencia y argumentos. La evidencia contemporanea sobre habilidades
espaciales y rendimiento matematico permite entender por qué tareas de rotacion,
particion, estructuracion y recomposicién pueden contribuir a aprendizajes mas
generales, siempre que se integren al contenido y no se trabajen como ejercicios
desconectados (Castillo Pérez (2015); Idrus et al. (2022); Harris et al. (2022)).
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La evaluacion formativa ofrece un marco operativo para convertir estas
observaciones en decisiones de ensefianza. La pregunta clave no es solo si el estudiante
Ileg6é a un resultado, sino qué unidad imagind, cdmo organizo el recubrimiento, qué
relacion utiliz6, como verificd su estrategia y si puede sostenerla en una tarea
modificada. La retroalimentacion Util se dirige a una relacion matematica concreta y
abre una nueva oportunidad de accion. De este modo, evaluar y ensefiar dejan de ser
momentos separados: la evidencia recogida durante la actividad permite ajustar el
medio, seleccionar una variante de la tarea o decidir qué conocimiento necesita ser
institucionalizado (Castillo Pérez (2015); Idrus et al. (2022); Harris et al. (2022)).

En términos curriculares, este enfoque exige continuidad. Las nociones de
comparacion, conservacion, unidad e iteracion deberian reaparecer con creciente
complejidad a lo largo de la primaria, en lugar de quedar encapsuladas en una unidad
tematica breve. Cada retorno puede incorporar nuevas restricciones: unidades
convencionales, medidas fraccionarias, figuras compuestas, datos incompletos,
problemas inversos o necesidad de justificar generalizaciones. Una progresion de este
tipo conecta la intuicion geométrica con el razonamiento multiplicativo y prepara
aprendizajes posteriores de proporcionalidad, semejanza, superficie y modelizacion.

La diversidad de estudiantes obliga a evitar una Unica via de acceso. Algunos
alumnos se benefician de manipular y superponer; otros de dibujar, verbalizar o usar
una representacion dinamica. Ofrecer multiples representaciones no significa reducir la
exigencia matematica, sino permitir que la relacion central sea accesible desde
diferentes sistemas semioticos. El criterio de calidad es que todas las vias converjan en
una explicacion controlable: qué se conserva, qué cambia, por qué la unidad elegida es
pertinente y cdmo se puede verificar la medida. Este enfoque resulta compatible con una
ensefianza inclusiva centrada en el razonamiento.

Para el profesorado, la implicacion mas exigente es anticipar estrategias sin
fijarlas. Disefiar una buena situacion supone imaginar procedimientos plausibles, errores
productivos, valores de variables que provoquen cambios y preguntas que permitan
sostener la autonomia. La planificacion se convierte asi en una hipotesis sobre el
funcionamiento del conocimiento en un medio. Durante la clase, esa hipotesis debe
confrontarse con las producciones reales y revisarse cuando las respuestas muestran
relaciones distintas de las previstas. Esta logica aproxima la practica docente a una

investigacion sistematica de la ensefianza.
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La expansion cientifica realizada en este libro también permite situar el caso en
una escala adecuada. Las evidencias microdidacticas ofrecen profundidad interpretativa,
mientras que revisiones sistematicas y metaanalisis aportan panoramas mas amplios
sobre patrones, relaciones y efectos. Ninguno de estos niveles sustituye al otro. El caso
explica como puede organizarse una estrategia dentro de una situacién concreta; la
evidencia acumulada ayuda a estimar si el problema observado es recurrente y qué
enfoques han mostrado resultados consistentes. Su integracion fortalece la discusion sin
atribuir al pequefio estudio original alcances que no posee.

Como sintesis, el disefio de experiencias debe combinar comparacion, medicion,
transformacion y argumentacion, con variaciones que permitan observar si el estudiante
conserva el significado al cambiar de unidad, figura o representacién. Esta formulacion
conecta el analisis conceptual con una decision educativa verificable y prepara el paso
hacia el siguiente problema del capitulo. La ensefianza del area como magnitud adquiere
coherencia cuando las tareas, los recursos, las interacciones y la evaluacion apuntan a
las mismas relaciones matematicas. El objetivo no es prolongar indefinidamente
experiencias manipulativas ni retrasar el simbolismo, sino asegurar que la economia de
la formula sea el punto de llegada de una estructura comprensible y que, una vez
introducida, pueda volver a justificarse desde unidades, transformaciones y relaciones
espaciales.

Desde una perspectiva epistemoldgica, la segunda actividad como prueba de la
estabilidad del aprendizaje ante problemas nuevos donde una misma superficie recibia
distintas medidas segin la unidad también permite comprender que los conceptos
escolares son el resultado de una organizacion progresiva de experiencias y relaciones.
La historia de la medicion muestra que cuantificar una superficie supone estabilizar
unidades, operaciones de composicion y criterios de equivalencia; la ensefianza
reproduce parcialmente ese desafio a escala cognitiva. Por eso, saltar directamente a una
notacion eficiente puede ocultar los problemas que la propia matematica tuvo que
resolver: qué cuenta como la misma cantidad de superficie, cOmo se comparan regiones
no superponibles y de qué manera una unidad puede iterarse de forma coherente.
(Castillo Pérez (2015); Idrus et al. (2022); Harris et al. (2022)) proporciona antecedentes
para disefiar tareas donde esas relaciones se conviertan en objeto de reflexion y no

permanezcan como supuestos invisibles detras de un algoritmo.
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Una forma de operacionalizar este enfoque consiste en construir secuencias de
tareas que mantengan estable el conocimiento central y modifiquen una condicion a la
vez. A partir de la evidencia respalda mejor la afirmacion de que determinadas tareas y
mediaciones abrieron oportunidades para diferenciar area y medida y desarrollar
estrategias mas conceptuales, puede variarse la forma sin cambiar el area, cambiar la
unidad manteniendo la region, retirar gradualmente la cuadricula o pedir que una
estrategia sea explicada con una representacion distinta. La comparacién entre
soluciones se vuelve entonces parte del contenido: obliga a identificar qué informacion
es matematica y cudl pertenece solo al dibujo o al material. Esta ldgica favorece que el
estudiante formule conjeturas, encuentre contraejemplos y desarrolle criterios para
elegir procedimientos, en lugar de asociar cada apariencia visual con una regla aislada.
La variacion controlada es, ademas, un recurso potente para el docente porque hace
observable la estabilidad o fragilidad de la comprension.

En términos de investigacion educativa, el caso sugiere ampliar duracién,
variedad de unidades, practica de transferencia y uso intencional de tecnologia en
futuras implementaciones plantea una exigencia metodoldgica: separar cuidadosamente
desempefio inmediato, comprension conceptual y transferencia. Una secuencia puede
mejorar la ejecuciéon durante la sesion porque ofrece apoyos visibles, sin que ello
implique que el estudiante haya internalizado la estructura necesaria para resolver una
tarea distante. Por eso son relevantes las pruebas diferidas, las representaciones
novedosas Y la solicitud de justificaciones. La tesis de origen ya ofrece una sefial en esa
direccion al incluir una segunda actividad una semana después; la literatura
contemporanea sobre progresiones y evaluacion formativa permite ampliar ese criterio y
proponer seguimientos mas extensos. De este modo, el disefio de ensefianza y el disefio
de investigacion convergen en una misma pregunta: qué evidencia permite afirmar que
el conocimiento funciona mas alla de la situacion en la que fue construido (Castillo
Pérez (2015); Idrus et al. (2022); Harris et al. (2022)).

Veronica Milagros Castillo Perez 194



Construccion del concepto de area como magnitud
De la teoria de situaciones didacticas a las aulas de educacién primaria

En suma, este apartado refuerza una idea transversal del libro: comprender area
supone coordinar relaciones geométricas, métricas y representacionales y poder
justificar su funcionamiento cuando cambian las condiciones de la tarea. Esta
coordinacion prepara el terreno para el siguiente apartado, donde el anélisis desplaza el
énfasis hacia una dimension complementaria del mismo problema.

El recorrido del capitulo permite integrar sus apartados como un argumento
unico: el aprendizaje del area no depende de una técnica aislada, sino de la construccion
progresiva de invariantes, unidades y estrategias que se ponen a prueba en situaciones
diversas. Los marcos tedricos, la evidencia reciente y el caso de origen convergen en la
necesidad de disefiar experiencias que hagan visible el pensamiento y que permitan
pasar de acciones concretas a representaciones y generalizaciones con significado. El
capitulo siguiente retoma esta conclusion y la proyecta hacia un nuevo nivel de analisis,
manteniendo como criterio la trazabilidad entre evidencia, interpretacion y propuesta

didactica.
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CAPITULO VI

El sexto capitulo integra teoria y evidencia. Los hallazgos del caso se contrastan
con revisiones y estudios posteriores, se propone una progresion ampliada para ensefiar
area como magnitud y se examinan las exigencias de conocimiento profesional docente,
tecnologia, equidad y evaluacion. El cierre no pretende convertir un caso pequefio en
una generalizacion, sino extraer principios de disefio que puedan someterse a nueva
investigacion. La obra culmina con un modelo integrador que articula objeto
matematico, trayectoria cognitiva, medio, variables didacticas, mediacion docente,

recursos, evaluacion y transferencia.

6.1 INTERPRETACION AMPLIADA DE LOS HALLAZGOS DEL
CASO

El nicleo de este apartado es una lectura contemporanea de los resultados que
integre magnitud, estructuracién espacial, trayectorias de aprendizaje y disefio de tareas.
Este desplazamiento conceptual resulta decisivo porque el area no se aprende de manera
solida cuando se presenta Unicamente como una operacion aritmética asociada a ciertas
figuras. La matematica escolar necesita construir un puente entre experiencias de
comparacion y transformacion, representaciones geométricas y cuantificacién. Desde
esta perspectiva, el aprendizaje se entiende como una reorganizacién progresiva de
relaciones: qué se mide, con qué unidad se compara, qué transformaciones conservan la
magnitud y cémo se justifican los resultados. (Idrus et al. (2022); Clements et al.
(2018); Harris et al. (2023)) ofrece un marco convergente para interpretar este transito y
para diferenciar el conocimiento que permite ejecutar un célculo del conocimiento que
permite explicar por qué ese calculo representa una medida de area.

La investigacion que sirve de base a esta obra aporta un referente empirico

especialmente Util: el caso muestra avances desde procedimientos basados en bordes o
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recuerdos recientes hacia recubrimiento, conteo, descomposicion y reconocimiento
parcial de la invariancia. Este dato no se utiliza aqui como ilustracion anecdotica, sino
como evidencia situada de los problemas conceptuales que aparecen cuando el
estudiante debe actuar sin una formula inmediatamente disponible. La riqueza del caso
reside en que registra procedimientos, conversaciones y cambios de estrategia, por lo
que permite reconstruir el razonamiento y no solo clasificar respuestas como correctas o
incorrectas. La lectura editorial del estudio preserva esta evidencia, pero la inserta en un
marco cientifico mas amplio para evitar que la interpretacion quede restringida a las
condiciones particulares del aula observada (Castillo Pérez, 2015).

La literatura especializada amplia esta lectura al sefialar que la literatura actual
permite interpretar esos cambios como reorganizaciones en la coordinacion de unidades
y en la estructuracion bidimensional mas que como simple adquisicién de una formula.
En consecuencia, la comprensién del area puede describirse como una red de
coordinaciones entre atributos geométricos, unidades, representaciones y operaciones.
Cuando una de estas coordinaciones falta, el estudiante puede producir una respuesta
numérica plausible sin controlar el significado de la magnitud. Por ello, la ensefianza
conceptual no se opone a la eficiencia procedimental; su finalidad es que la eficiencia se
apoye en estructuras que puedan recuperarse, explicarse y transferirse. (Idrus et al.
(2022); Clements et al. (2018); Harris et al. (2023)) coincide en que la calidad del
conocimiento se hace visible cuando el alumno puede cambiar de representacion o de
estrategia sin perder el control sobre la relacion matematica central.

Un mecanismo particularmente relevante es que la persistencia de errores indica
que el conocimiento conceptual puede ser local y dependiente de representaciones antes
de estabilizarse para situaciones nuevas. Esta idea permite transformar la tarea
didactica: ya no se trata solo de pedir un numero, sino de disefiar condiciones para que
determinadas relaciones sean necesarias. El estudiante debe decidir qué conservar, quée
transformar y qué informacion resulta pertinente. Las tareas con variaciones controladas
pueden provocar una ruptura de estrategias fragiles y favorecer otras mas generales. Esa
reorganizacion constituye una sefial de aprendizaje mas potente que la repeticion exitosa
de un mismo tipo de ejercicio, porque muestra que el conocimiento empieza a funcionar
como herramienta para anticipar y justificar acciones matematicas.

Desde el punto de vista del disefio de ensefianza, las interacciones entre pares

parecen haber favorecido formulacion y comparacion de estrategias, aunque el disefio
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no permite aislar su efecto. La consigna, los materiales y las representaciones deben
sostener la actividad intelectual sin sustituirla. Una tarea demasiado guiada convierte el
procedimiento en obediencia; una tarea demasiado abierta puede dispersar la atencion y
ocultar el objeto matemaético. El equilibrio consiste en restringir suficientemente el
medio para que las estrategias relevantes tengan consecuencias observables y, al mismo
tiempo, conservar un espacio de decision para el estudiante. En esta ldgica, la
intervencion docente se orienta a pedir razones, comparar procedimientos y devolver
preguntas que obliguen a revisar la coherencia de las soluciones, antes que a indicar el
algoritmo esperado.

Conviene introducir una cautela: la discusion debe sostener simultaneamente el
potencial de la secuencia y los limites de la evidencia producida por una muestra
pequefia y cualitativa. Esta precision evita convertir recursos, teorias o procedimientos
en recetas universales. Una cuadricula, un manipulativo, una formula o un software no
poseen eficacia didactica por si mismos; su funcion depende de la relacion que la tarea
establezca entre el recurso y el conocimiento. Incluso una estrategia matematicamente
valida puede convertirse en obstaculo si se aplica de manera rigida fuera de las
condiciones que justifican su uso. El andlisis didactico debe, por tanto, atender a la
estructura del problema, a los conocimientos previos y a las decisiones que el medio
hace posibles 0 necesarias.

Una consecuencia para el aprendizaje es que las respuestas parciales deben
leerse como configuraciones de conocimiento, no como simples fallas. Un estudiante
puede reconocer una unidad de &rea y, sin embargo, no estructurarla en filas y
columnas; puede descomponer una figura correctamente y recomponer mal sus areas; o
puede calcular una medida con precision sin distinguir la magnitud del numero. Esta
granularidad explica por qué una evaluacion basada solo en aciertos pierde informacién
crucial. Los niveles de razonamiento y las trayectorias de aprendizaje permiten describir
qué relaciones estan disponibles y cuéles requieren nuevas experiencias, especialmente
cuando se combinan observaciones, producciones graficas y explicaciones verbales
(Idrus et al. (2022); Clements et al. (2018); Harris et al. (2023)).

El lenguaje cumple aqui una funcion epistemologica. Expresiones como
superficie, area, medida, unidad, cuadrado, lado o perimetro no son intercambiables,
aunque en la conversacion cotidiana puedan mezclarse. La precision verbal ayuda a

estabilizar distinciones que después sostienen la simbolizacion. Sin embargo, la
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correccion terminoldgica no debe preceder mecanicamente a la comprension: puede
emerger de la necesidad de comunicar diferencias entre procedimientos y resultados. La
institucionalizacion docente tiene sentido cuando nombra relaciones que los estudiantes
ya han encontrado o que necesitan reorganizar, conectando producciones personales con
una forma matematica compartida y culturalmente estable.

El contraste entre representaciones es otra herramienta de profundizacion. Una
misma relacion puede expresarse mediante recortes, una cuadricula, una tabla de
medidas, un diagrama, una expresion multiplicativa o una construccion dinamica.
Cuando el estudiante puede explicar como se conserva el significado al pasar de una
representacion a otra, aumenta la probabilidad de que el conocimiento sea flexible.
Cuando solo domina una representacion, la aparente comprension puede depender de
sefiales perceptivas especificas. Por ello, resulta valioso retirar gradualmente apoyos
visibles, introducir unidades no convencionales y plantear figuras cuya orientaciéon o
complejidad impida reconocer de inmediato una formula conocida.

La Tabla 25 organiza los elementos centrales de esta discusion en un formato
comparativo. Su funcion es hacer visibles relaciones que suelen aparecer dispersas en la
literatura o en las producciones de aula y facilitar su uso en andlisis didactico y
planificacion.

Tabla 25. Contraste entre el caso y la literatura contemporénea
Evidencia externa

Hallazgo del caso

convergente

Implicacion

Dependencia inicial de
férmulas/perimetro

Dificultades conceptuales
persistentes

Priorizar unidad y estructura
antes de férmulas

Cuadricula como apoyo
dominante

Estructuracion espacial favorece
medicién

Retirar gradualmente apoyos
para verificar internalizacién

Cambio de unidad revela
invariancia

Conocimiento conceptual
mejora resolucién

Usar unidades variadas y
problemas explicativos

Descomposicion ayuda en
figuras complejas

Flexibilidad estratégica es
central

Comparar multiples
descomposiciones

Transferencia parcial

Progresiones requieren
evidencia longitudinal

Disefar tareas distantes y
seguimiento

Elaboracion propia a partir de Castillo Pérez (2015), Idrus et al. (2022), Clements et al. (2018) y Lehmann (2023).

La lectura de la Tabla 25 confirma que una misma tarea de area puede activar
conocimientos distintos segun la unidad, la representacion, la figura y la exigencia de
justificacion. Por ello, el disefio no deberia evaluar Unicamente la exactitud final, sino
también la relacion matematica que sostiene el procedimiento y su estabilidad ante una

variacién controlada.
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La dimension espacial merece atencidn explicita. La medicion de area exige
concebir unidades bidimensionales que recubren una regién, coordinar partes y
totalidad, y anticipar transformaciones que no alteran la cantidad de superficie. Estas
operaciones implican visualizacion, pero no se reducen a una habilidad perceptiva
aislada. La visualizacion se vuelve matematica cuando se articula con propiedades,
relaciones de equivalencia y argumentos. La evidencia contemporanea sobre habilidades
espaciales y rendimiento matematico permite entender por qué tareas de rotacion,
particion, estructuracién y recomposicion pueden contribuir a aprendizajes mas
generales, siempre que se integren al contenido y no se trabajen como ejercicios
desconectados (Idrus et al. (2022); Clements et al. (2018); Harris et al. (2023)).

La evaluacion formativa ofrece un marco operativo para convertir estas
observaciones en decisiones de ensefianza. La pregunta clave no es solo si el estudiante
llegd a un resultado, sino qué unidad imagind, cdmo organizo el recubrimiento, qué
relacion utiliz6, como verificd su estrategia y si puede sostenerla en una tarea
modificada. La retroalimentacion Util se dirige a una relacion matematica concreta y
abre una nueva oportunidad de accion. De este modo, evaluar y ensefiar dejan de ser
momentos separados: la evidencia recogida durante la actividad permite ajustar el
medio, seleccionar una variante de la tarea o decidir qué conocimiento necesita ser
institucionalizado (Idrus et al. (2022); Clements et al. (2018); Harris et al. (2023)).

En términos curriculares, este enfoque exige continuidad. Las nociones de
comparacion, conservacion, unidad e iteracion deberian reaparecer con creciente
complejidad a lo largo de la primaria, en lugar de quedar encapsuladas en una unidad
tematica breve. Cada retorno puede incorporar nuevas restricciones: unidades
convencionales, medidas fraccionarias, figuras compuestas, datos incompletos,
problemas inversos o necesidad de justificar generalizaciones. Una progresion de este
tipo conecta la intuicion geometrica con el razonamiento multiplicativo y prepara
aprendizajes posteriores de proporcionalidad, semejanza, superficie y modelizacion.

La diversidad de estudiantes obliga a evitar una Unica via de acceso. Algunos
alumnos se benefician de manipular y superponer; otros de dibujar, verbalizar o usar
una representacion dinamica. Ofrecer multiples representaciones no significa reducir la
exigencia matematica, sino permitir que la relacién central sea accesible desde
diferentes sistemas semioticos. El criterio de calidad es que todas las vias converjan en

una explicacion controlable: qué se conserva, qué cambia, por qué la unidad elegida es
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pertinente y como se puede verificar la medida. Este enfoque resulta compatible con una
ensefianza inclusiva centrada en el razonamiento.

Para el profesorado, la implicaciobn mas exigente es anticipar estrategias sin
fijarlas. Disefiar una buena situacion supone imaginar procedimientos plausibles, errores
productivos, valores de variables que provoquen cambios y preguntas que permitan
sostener la autonomia. La planificacion se convierte asi en una hipdtesis sobre el
funcionamiento del conocimiento en un medio. Durante la clase, esa hipotesis debe
confrontarse con las producciones reales y revisarse cuando las respuestas muestran
relaciones distintas de las previstas. Esta logica aproxima la practica docente a una
investigacion sistematica de la ensefianza.

La expansion cientifica realizada en este libro también permite situar el caso en
una escala adecuada. Las evidencias microdidacticas ofrecen profundidad interpretativa,
mientras que revisiones sistematicas y metaanalisis aportan panoramas mas amplios
sobre patrones, relaciones y efectos. Ninguno de estos niveles sustituye al otro. El caso
explica como puede organizarse una estrategia dentro de una situacién concreta; la
evidencia acumulada ayuda a estimar si el problema observado es recurrente y qué
enfoques han mostrado resultados consistentes. Su integracion fortalece la discusion sin
atribuir al pequefio estudio original alcances que no posee.

Como sintesis, el disefio de experiencias debe combinar comparacion, medicion,
transformacion y argumentacion, con variaciones que permitan observar si el estudiante
conserva el significado al cambiar de unidad, figura o representacion. Esta formulacion
conecta el analisis conceptual con una decision educativa verificable y prepara el paso
hacia el siguiente problema del capitulo. La ensefianza del area como magnitud adquiere
coherencia cuando las tareas, los recursos, las interacciones y la evaluacién apuntan a
las mismas relaciones matematicas. El objetivo no es prolongar indefinidamente
experiencias manipulativas ni retrasar el simbolismo, sino asegurar que la economia de
la formula sea el punto de llegada de una estructura comprensible y que, una vez
introducida, pueda volver a justificarse desde unidades, transformaciones y relaciones
espaciales.

Desde una perspectiva epistemologica, una lectura contemporanea de los
resultados que integre magnitud, estructuracion espacial, trayectorias de aprendizaje y
disefio de tareas también permite comprender que los conceptos escolares son el

resultado de una organizacion progresiva de experiencias y relaciones. La historia de la
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medicion muestra que cuantificar una superficie supone estabilizar unidades,
operaciones de composicion y criterios de equivalencia; la ensefianza reproduce
parcialmente ese desafio a escala cognitiva. Por eso, saltar directamente a una notacion
eficiente puede ocultar los problemas que la propia matematica tuvo que resolver: qué
cuenta como la misma cantidad de superficie, cOmo se comparan regiones no
superponibles y de qué manera una unidad puede iterarse de forma coherente. (Idrus et
al. (2022); Clements et al. (2018); Harris et al. (2023)) proporciona antecedentes para
disefiar tareas donde esas relaciones se conviertan en objeto de reflexion y no
permanezcan como supuestos invisibles detras de un algoritmo.

Una forma de operacionalizar este enfoque consiste en construir secuencias de
tareas que mantengan estable el conocimiento central y modifiquen una condicién a la
vez. A partir de las interacciones entre pares parecen haber favorecido formulacion y
comparacion de estrategias, aunque el disefio no permite aislar su efecto, puede variarse
la forma sin cambiar el area, cambiar la unidad manteniendo la region, retirar
gradualmente la cuadricula o pedir que una estrategia sea explicada con una
representacion distinta. La comparacion entre soluciones se vuelve entonces parte del
contenido: obliga a identificar qué informacion es matematica y cuél pertenece solo al
dibujo o al material. Esta légica favorece que el estudiante formule conjeturas,
encuentre contraejemplos y desarrolle criterios para elegir procedimientos, en lugar de
asociar cada apariencia visual con una regla aislada. La variacion controlada es, ademas,
un recurso potente para el docente porque hace observable la estabilidad o fragilidad de
la comprension.

En términos de investigacion educativa, la discusion debe sostener
simultaneamente el potencial de la secuencia y los limites de la evidencia producida por
una muestra pequefia y cualitativa plantea una exigencia metodoldgica: separar
cuidadosamente desempefio inmediato, comprension conceptual y transferencia. Una
secuencia puede mejorar la ejecucion durante la sesion porque ofrece apoyos visibles,
sin que ello implique que el estudiante haya internalizado la estructura necesaria para
resolver una tarea distante. Por eso son relevantes las pruebas diferidas, las
representaciones novedosas y la solicitud de justificaciones. La tesis de origen ya ofrece
una sefial en esa direccion al incluir una segunda actividad una semana después; la
literatura contemporanea sobre progresiones y evaluacion formativa permite ampliar ese

criterio y proponer seguimientos mas extensos. De este modo, el disefio de ensefianza y
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el disefio de investigacion convergen en una misma pregunta: qué evidencia permite
afirmar que el conocimiento funciona mas alla de la situacion en la que fue construido
(Idrus et al. (2022); Clements et al. (2018); Harris et al. (2023)).

En suma, este apartado refuerza una idea transversal del libro: comprender area
supone coordinar relaciones geométricas, métricas y representacionales y poder
justificar su funcionamiento cuando cambian las condiciones de la tarea. Esta
coordinacion prepara el terreno para el siguiente apartado, donde el analisis desplaza el

énfasis hacia una dimensién complementaria del mismo problema.

6.2 HACIA UNA PROGRESION AMPLIADA PARA ENSENAR
AREA COMO MAGNITUD

El nidcleo de este apartado es una propuesta de progresién que conecte
comparacion  cualitativa, conservacion, recubrimiento, unidades compuestas,
estructuracion de arreglos, descomposicion y formulacion general. Este desplazamiento
conceptual resulta decisivo porque el &rea no se aprende de manera sélida cuando se
presenta Gnicamente como una operacion aritmética asociada a ciertas figuras. La
matematica escolar necesita construir un puente entre experiencias de comparacion y
transformacion, representaciones geométricas y cuantificacion. Desde esta perspectiva,
el aprendizaje se entiende como una reorganizacion progresiva de relaciones: qué se
mide, con qué unidad se compara, qué transformaciones conservan la magnitud y cémo
se justifican los resultados. (Clements y Sarama (2014); Battista (2004); Harris et al.
(2022)) ofrece un marco convergente para interpretar este transito y para diferenciar el
conocimiento que permite ejecutar un célculo del conocimiento que permite explicar
por qué ese calculo representa una medida de area.

La investigacion que sirve de base a esta obra aporta un referente empirico
especialmente (til: la tesis recomienda trabajar area como magnitud desde los primeros
grados y variar unidades y posiciones antes de ensefiar formulas establecidas. Este dato
no se utiliza aqui como ilustracion anecddtica, sino como evidencia situada de los
problemas conceptuales que aparecen cuando el estudiante debe actuar sin una formula
inmediatamente disponible. La riqueza del caso reside en que registra procedimientos,
conversaciones y cambios de estrategia, por lo que permite reconstruir el razonamiento
y no solo clasificar respuestas como correctas o incorrectas. La lectura editorial del

estudio preserva esta evidencia, pero la inserta en un marco cientifico mas amplio para
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evitar que la interpretacion quede restringida a las condiciones particulares del aula
observada (Castillo Pérez, 2015).

La literatura especializada amplia esta lectura al sefialar que las trayectorias de
aprendizaje respaldan una organizacion gradual en la que cada nivel introduce
problemas que requieren coordinaciones mas potentes. En consecuencia, la
comprension del &rea puede describirse como una red de coordinaciones entre atributos
geométricos, unidades, representaciones y operaciones. Cuando una de estas
coordinaciones falta, el estudiante puede producir una respuesta numérica plausible sin
controlar el significado de la magnitud. Por ello, la ensefianza conceptual no se opone a
la eficiencia procedimental; su finalidad es que la eficiencia se apoye en estructuras que
puedan recuperarse, explicarse y transferirse. (Clements y Sarama (2014); Battista
(2004); Harris et al. (2022)) coincide en que la calidad del conocimiento se hace visible
cuando el alumno puede cambiar de representacion o de estrategia sin perder el control
sobre la relacion matematica central.

Un mecanismo particularmente relevante es que la progresion no debe
entenderse como edad rigida, sino como secuencia de relaciones conceptuales que
pueden diagnosticarse y retomarse. Esta idea permite transformar la tarea didactica: ya
no se trata solo de pedir un nimero, sino de disefiar condiciones para que determinadas
relaciones sean necesarias. El estudiante debe decidir qué conservar, qué transformar y
qué informacion resulta pertinente. Las tareas con variaciones controladas pueden
provocar una ruptura de estrategias fragiles y favorecer otras més generales. Esa
reorganizacion constituye una sefial de aprendizaje mas potente que la repeticion exitosa
de un mismo tipo de ejercicio, porque muestra que el conocimiento empieza a funcionar
como herramienta para anticipar y justificar acciones matematicas.

Desde el punto de vista del disefio de ensefianza, en grados intermedios conviene
alternar unidades arbitrarias y convencionales, figuras regulares y no regulares,
transformaciones y estimacion. La consigna, los materiales y las representaciones deben
sostener la actividad intelectual sin sustituirla. Una tarea demasiado guiada convierte el
procedimiento en obediencia; una tarea demasiado abierta puede dispersar la atencion y
ocultar el objeto matematico. El equilibrio consiste en restringir suficientemente el
medio para que las estrategias relevantes tengan consecuencias observables y, al mismo
tiempo, conservar un espacio de decisién para el estudiante. En esta ldgica, la

intervencion docente se orienta a pedir razones, comparar procedimientos y devolver
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preguntas que obliguen a revisar la coherencia de las soluciones, antes que a indicar el
algoritmo esperado.

Conviene introducir una cautela: en grados superiores la formula puede
integrarse con justificaciones, problemas inversos y figuras compuestas para preservar
su significado. Esta precision evita convertir recursos, teorias o procedimientos en
recetas universales. Una cuadricula, un manipulativo, una férmula o un software no
poseen eficacia didactica por si mismos; su funcion depende de la relacion que la tarea
establezca entre el recurso y el conocimiento. Incluso una estrategia matematicamente
valida puede convertirse en obstaculo si se aplica de manera rigida fuera de las
condiciones que justifican su uso. El analisis didactico debe, por tanto, atender a la
estructura del problema, a los conocimientos previos y a las decisiones que el medio
hace posibles 0 necesarias.

Una consecuencia para el aprendizaje es que las respuestas parciales deben
leerse como configuraciones de conocimiento, no como simples fallas. Un estudiante
puede reconocer una unidad de area y, sin embargo, no estructurarla en filas y
columnas; puede descomponer una figura correctamente y recomponer mal sus areas; o
puede calcular una medida con precisién sin distinguir la magnitud del nimero. Esta
granularidad explica por qué una evaluacion basada solo en aciertos pierde informacion
crucial. Los niveles de razonamiento y las trayectorias de aprendizaje permiten describir
qué relaciones estan disponibles y cudles requieren nuevas experiencias, especialmente
cuando se combinan observaciones, producciones graficas y explicaciones verbales
(Clements y Sarama (2014); Battista (2004); Harris et al. (2022)).

El lenguaje cumple aqui una funcion epistemoldgica. Expresiones como
superficie, area, medida, unidad, cuadrado, lado o perimetro no son intercambiables,
aungue en la conversacion cotidiana puedan mezclarse. La precisioén verbal ayuda a
estabilizar distinciones que después sostienen la simbolizacion. Sin embargo, la
correccion terminoldgica no debe preceder mecanicamente a la comprension: puede
emerger de la necesidad de comunicar diferencias entre procedimientos y resultados. La
institucionalizacion docente tiene sentido cuando nombra relaciones que los estudiantes
ya han encontrado o que necesitan reorganizar, conectando producciones personales con
una forma matematica compartida y culturalmente estable.

El contraste entre representaciones es otra herramienta de profundizacion. Una

misma relacion puede expresarse mediante recortes, una cuadricula, una tabla de

Veronica Milagros Castillo Perez 205



Construccion del concepto de area como magnitud
De la teoria de situaciones didacticas a las aulas de educacién primaria

medidas, un diagrama, una expresion multiplicativa o una construccion dindmica.
Cuando el estudiante puede explicar como se conserva el significado al pasar de una
representacion a otra, aumenta la probabilidad de que el conocimiento sea flexible.
Cuando solo domina una representacion, la aparente comprension puede depender de
sefiales perceptivas especificas. Por ello, resulta valioso retirar gradualmente apoyos
visibles, introducir unidades no convencionales y plantear figuras cuya orientaciéon o
complejidad impida reconocer de inmediato una formula conocida.

La Tabla 26 organiza los elementos centrales de esta discusion en un formato
comparativo. Su funcion es hacer visibles relaciones que suelen aparecer dispersas en la
literatura o en las producciones de aula y facilitar su uso en analisis didactico y

planificacion.

Tabla 26. Progresién ampliada propuesta para el aprendizaje del &rea

Nivel

Relaciones centrales

Tareas indicativas

Criterio de avance

1. Comparacién

Maés/menos/igual area
sin medir

Superposicion y recorte

Justifica equivalencias
cualitativas

2. Recubrimiento

Unidad bidimensional
e iteracion

Baldosas y cuadriculas

Recubre sin huecos ni
solapes

3. Conservacion

Forma cambia, area se
conserva

Cortar y recomponer

Explica invariante

4. Estructuracion

Filas, columnas y
unidades compuestas

Mallas parciales

Anticipa unidades
internas

5. Medicién

Unidades estandar y

cm2, m2, estimacion

Relaciona nimero y

convencional fracciones unidad
. Férmulas y figuras Problemas inversos - .
6. Generalizacion yng S S Y Justifica y transfiere
compuestas multiples estrategias

Propuesta de esta obra a partir de Clements y Sarama (2014), Battista (2004), Castillo Pérez (2015) e Idrus et al.
(2022).

La lectura de la Tabla 26 confirma que una misma tarea de area puede activar
conocimientos distintos segun la unidad, la representacién, la figura y la exigencia de
justificacién. Por ello, el disefio no deberia evaluar Gnicamente la exactitud final, sino
también la relacion matematica que sostiene el procedimiento y su estabilidad ante una
variacion controlada.

La dimension espacial merece atencion explicita. La medicién de area exige
concebir unidades bidimensionales que recubren una regién, coordinar partes y
totalidad, y anticipar transformaciones que no alteran la cantidad de superficie. Estas
operaciones implican visualizacion, pero no se reducen a una habilidad perceptiva
aislada. La visualizacion se vuelve matematica cuando se articula con propiedades,
relaciones de equivalencia y argumentos. La evidencia contemporanea sobre habilidades

espaciales y rendimiento matematico permite entender por qué tareas de rotacion,
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particion, estructuracién y recomposicion pueden contribuir a aprendizajes mas
generales, siempre que se integren al contenido y no se trabajen como ejercicios
desconectados (Clements y Sarama (2014); Battista (2004); Harris et al. (2022)).

La evaluacion formativa ofrece un marco operativo para convertir estas
observaciones en decisiones de ensefianza. La pregunta clave no es solo si el estudiante
lleg6é a un resultado, sino qué unidad imagind, cdmo organizo el recubrimiento, qué
relacion utiliz6, como verificd su estrategia y si puede sostenerla en una tarea
modificada. La retroalimentacion Util se dirige a una relacion matematica concreta y
abre una nueva oportunidad de accion. De este modo, evaluar y ensefiar dejan de ser
momentos separados: la evidencia recogida durante la actividad permite ajustar el
medio, seleccionar una variante de la tarea o decidir qué conocimiento necesita ser
institucionalizado (Clements y Sarama (2014); Battista (2004); Harris et al. (2022)).

En términos curriculares, este enfoque exige continuidad. Las nociones de
comparacion, conservacion, unidad e iteracion deberian reaparecer con creciente
complejidad a lo largo de la primaria, en lugar de quedar encapsuladas en una unidad
tematica breve. Cada retorno puede incorporar nuevas restricciones: unidades
convencionales, medidas fraccionarias, figuras compuestas, datos incompletos,
problemas inversos o necesidad de justificar generalizaciones. Una progresion de este
tipo conecta la intuicion geométrica con el razonamiento multiplicativo y prepara
aprendizajes posteriores de proporcionalidad, semejanza, superficie y modelizacion.

La diversidad de estudiantes obliga a evitar una Unica via de acceso. Algunos
alumnos se benefician de manipular y superponer; otros de dibujar, verbalizar o usar
una representacion dinamica. Ofrecer multiples representaciones no significa reducir la
exigencia matematica, sino permitir que la relacién central sea accesible desde
diferentes sistemas semioticos. El criterio de calidad es que todas las vias converjan en
una explicacion controlable: qué se conserva, qué cambia, por que la unidad elegida es
pertinente y cdmo se puede verificar la medida. Este enfoque resulta compatible con una
ensefianza inclusiva centrada en el razonamiento.

Para el profesorado, la implicacion mas exigente es anticipar estrategias sin
fijarlas. Disefiar una buena situacion supone imaginar procedimientos plausibles, errores
productivos, valores de variables que provoquen cambios y preguntas que permitan
sostener la autonomia. La planificacion se convierte asi en una hipotesis sobre el

funcionamiento del conocimiento en un medio. Durante la clase, esa hipotesis debe
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confrontarse con las producciones reales y revisarse cuando las respuestas muestran
relaciones distintas de las previstas. Esta logica aproxima la practica docente a una
investigacion sistematica de la ensefianza.

La expansion cientifica realizada en este libro también permite situar el caso en
una escala adecuada. Las evidencias microdidacticas ofrecen profundidad interpretativa,
mientras que revisiones sistematicas y metaanalisis aportan panoramas mas amplios
sobre patrones, relaciones y efectos. Ninguno de estos niveles sustituye al otro. El caso
explica como puede organizarse una estrategia dentro de una situacién concreta; la
evidencia acumulada ayuda a estimar si el problema observado es recurrente y qué
enfoques han mostrado resultados consistentes. Su integracion fortalece la discusion sin
atribuir al pequefio estudio original alcances que no posee.

Como sintesis, el disefio de experiencias debe combinar comparacion, medicion,
transformacion y argumentacion, con variaciones que permitan observar si el estudiante
conserva el significado al cambiar de unidad, figura o representacién. Esta formulacion
conecta el analisis conceptual con una decision educativa verificable y prepara el paso
hacia el siguiente problema del capitulo. La ensefianza del area como magnitud adquiere
coherencia cuando las tareas, los recursos, las interacciones y la evaluacion apuntan a
las mismas relaciones matematicas. El objetivo no es prolongar indefinidamente
experiencias manipulativas ni retrasar el simbolismo, sino asegurar que la economia de
la formula sea el punto de llegada de una estructura comprensible y que, una vez
introducida, pueda volver a justificarse desde unidades, transformaciones y relaciones
espaciales.

Desde una perspectiva epistemologica, una propuesta de progresion gue conecte
comparacion  cualitativa, conservacion, recubrimiento, unidades compuestas,
estructuracion de arreglos, descomposicién y formulacién general también permite
comprender que los conceptos escolares son el resultado de una organizacion progresiva
de experiencias y relaciones. La historia de la medicion muestra que cuantificar una
superficie supone estabilizar unidades, operaciones de composicion y criterios de
equivalencia; la ensefianza reproduce parcialmente ese desafio a escala cognitiva. Por
eso, saltar directamente a una notacion eficiente puede ocultar los problemas que la
propia matematica tuvo que resolver: qué cuenta como la misma cantidad de superficie,
como se comparan regiones no superponibles y de qué manera una unidad puede

iterarse de forma coherente. (Clements y Sarama (2014); Battista (2004); Harris et al.
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(2022)) proporciona antecedentes para disefiar tareas donde esas relaciones se
conviertan en objeto de reflexion y no permanezcan como supuestos invisibles detras de
un algoritmo.

Una forma de operacionalizar este enfoque consiste en construir secuencias de
tareas que mantengan estable el conocimiento central y modifiquen una condicion a la
vez. A partir de en grados intermedios conviene alternar unidades arbitrarias y
convencionales, figuras regulares y no regulares, transformaciones y estimacion, puede
variarse la forma sin cambiar el area, cambiar la unidad manteniendo la region, retirar
gradualmente la cuadricula o pedir que una estrategia sea explicada con una
representacion distinta. La comparacion entre soluciones se vuelve entonces parte del
contenido: obliga a identificar qué informacion es matematica y cuél pertenece solo al
dibujo o al material. Esta ldgica favorece que el estudiante formule conjeturas,
encuentre contraejemplos y desarrolle criterios para elegir procedimientos, en lugar de
asociar cada apariencia visual con una regla aislada. La variacion controlada es, ademas,
un recurso potente para el docente porque hace observable la estabilidad o fragilidad de
la comprension.

En términos de investigacion educativa, en grados superiores la férmula puede
integrarse con justificaciones, problemas inversos y figuras compuestas para preservar
su significado plantea una exigencia metodologica: separar cuidadosamente desempefio
inmediato, comprension conceptual y transferencia. Una secuencia puede mejorar la
gjecucion durante la sesion porque ofrece apoyos visibles, sin que ello implique que el
estudiante haya internalizado la estructura necesaria para resolver una tarea distante. Por
eso son relevantes las pruebas diferidas, las representaciones novedosas y la solicitud de
justificaciones. La tesis de origen ya ofrece una sefial en esa direccion al incluir una
segunda actividad una semana después; la literatura contemporanea sobre progresiones
y evaluacion formativa permite ampliar ese criterio y proponer seguimientos mas
extensos. De este modo, el disefio de ensefianza y el disefio de investigacion convergen
en una misma pregunta: qué evidencia permite afirmar que el conocimiento funciona
mas alla de la situacién en la que fue construido (Clements y Sarama (2014); Battista
(2004); Harris et al. (2022)).

En suma, este apartado refuerza una idea transversal del libro: comprender area
supone coordinar relaciones geométricas, métricas y representacionales y poder

justificar su funcionamiento cuando cambian las condiciones de la tarea. Esta
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coordinacion prepara el terreno para el siguiente apartado, donde el anélisis desplaza el

énfasis hacia una dimension complementaria del mismo problema.

6.3 CONOCIMIENTO DOCENTE Y ORQUESTACION DE
DISCUSIONES MATEMATICAS

El nicleo de este apartado es el papel del docente para seleccionar tareas,
interpretar estrategias, decidir cuando intervenir y convertir producciones locales en
conocimiento institucionalizado. Este desplazamiento conceptual resulta decisivo
porque el area no se aprende de manera sélida cuando se presenta Unicamente como una
operacion aritmética asociada a ciertas figuras. La matematica escolar necesita construir
un puente entre experiencias de comparacion y transformacion, representaciones
geométricas y cuantificacién. Desde esta perspectiva, el aprendizaje se entiende como
una reorganizacion progresiva de relaciones: qué se mide, con qué unidad se compara,
qué transformaciones conservan la magnitud y como se justifican los resultados.
(Brousseau (2007); Baturo y Nason (1996); Santos (2022)) ofrece un marco
convergente para interpretar este transito y para diferenciar el conocimiento que permite
ejecutar un célculo del conocimiento que permite explicar por qué ese célculo
representa una medida de area.

La investigacion que sirve de base a esta obra aporta un referente empirico
especialmente util: los episodios de la tesis muestran que la intervencién docente puede
reorientar sin entregar la respuesta, pero también que existe riesgo de sugerir
procedimientos demasiado directamente. Este dato no se utiliza aqui como ilustracion
anecdotica, sino como evidencia situada de los problemas conceptuales que aparecen
cuando el estudiante debe actuar sin una formula inmediatamente disponible. La riqueza
del caso reside en que registra procedimientos, conversaciones y cambios de estrategia,
por lo que permite reconstruir el razonamiento y no solo clasificar respuestas como
correctas o incorrectas. La lectura editorial del estudio preserva esta evidencia, pero la
inserta en un marco cientifico mas amplio para evitar que la interpretacion quede
restringida a las condiciones particulares del aula observada (Castillo Pérez, 2015).

La literatura especializada amplia esta lectura al sefialar que el conocimiento
profesional necesario incluye comprender la matematica del area, anticipar errores,
reconocer niveles de razonamiento y formular preguntas que sostengan la incertidumbre
productiva. En consecuencia, la comprension del area puede describirse como una red

de coordinaciones entre atributos geométricos, unidades, representaciones y
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operaciones. Cuando una de estas coordinaciones falta, el estudiante puede producir una
respuesta numérica plausible sin controlar el significado de la magnitud. Por ello, la
ensefianza conceptual no se opone a la eficiencia procedimental; su finalidad es que la
eficiencia se apoye en estructuras que puedan recuperarse, explicarse y transferirse.
(Brousseau (2007); Baturo y Nason (1996); Santos (2022)) coincide en que la calidad
del conocimiento se hace visible cuando el alumno puede cambiar de representacion o
de estrategia sin perder el control sobre la relacion matematica central.

Un mecanismo particularmente relevante es que la discusion colectiva debe
comparar procedimientos por validez, eficiencia y generalidad, no por cercania a una
respuesta esperada del profesor. Esta idea permite transformar la tarea didactica: ya no
se trata solo de pedir un nimero, sino de disefiar condiciones para que determinadas
relaciones sean necesarias. El estudiante debe decidir qué conservar, qué transformar y
qué informacion resulta pertinente. Las tareas con variaciones controladas pueden
provocar una ruptura de estrategias fragiles y favorecer otras mas generales. Esa
reorganizacion constituye una sefial de aprendizaje mas potente que la repeticion exitosa
de un mismo tipo de ejercicio, porque muestra que el conocimiento empieza a funcionar
como herramienta para anticipar y justificar acciones matematicas.

Desde el punto de vista del disefio de ensefianza, las evidencias de evaluacion
formativa pueden guiar la seleccion de la siguiente tarea y la retroalimentacién
individual o grupal. La consigna, los materiales y las representaciones deben sostener la
actividad intelectual sin sustituirla. Una tarea demasiado guiada convierte el
procedimiento en obediencia; una tarea demasiado abierta puede dispersar la atencion y
ocultar el objeto matematico. El equilibrio consiste en restringir suficientemente el
medio para que las estrategias relevantes tengan consecuencias observables y, al mismo
tiempo, conservar un espacio de decisién para el estudiante. En esta ldgica, la
intervencion docente se orienta a pedir razones, comparar procedimientos y devolver
preguntas que obliguen a revisar la coherencia de las soluciones, antes que a indicar el
algoritmo esperado.

Conviene introducir una cautela: la formacion docente debe incluir analisis de
producciones reales y disefio de variaciones de tareas, no solo repertorios de
actividades. Esta precision evita convertir recursos, teorias o procedimientos en recetas
universales. Una cuadricula, un manipulativo, una férmula o un software no poseen

eficacia didactica por si mismos; su funcion depende de la relacion que la tarea
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establezca entre el recurso y el conocimiento. Incluso una estrategia matematicamente
valida puede convertirse en obstaculo si se aplica de manera rigida fuera de las
condiciones que justifican su uso. El analisis didactico debe, por tanto, atender a la
estructura del problema, a los conocimientos previos y a las decisiones que el medio
hace posibles o necesarias.

Una consecuencia para el aprendizaje es que las respuestas parciales deben
leerse como configuraciones de conocimiento, no como simples fallas. Un estudiante
puede reconocer una unidad de area y, sin embargo, no estructurarla en filas y
columnas; puede descomponer una figura correctamente y recomponer mal sus areas; o
puede calcular una medida con precision sin distinguir la magnitud del ndmero. Esta
granularidad explica por qué una evaluacion basada solo en aciertos pierde informacion
crucial. Los niveles de razonamiento y las trayectorias de aprendizaje permiten describir
qué relaciones estan disponibles y cudles requieren nuevas experiencias, especialmente
cuando se combinan observaciones, producciones graficas y explicaciones verbales
(Brousseau (2007); Baturo y Nason (1996); Santos (2022)).

El lenguaje cumple aqui una funcion epistemoldgica. Expresiones como
superficie, area, medida, unidad, cuadrado, lado o perimetro no son intercambiables,
aungue en la conversacion cotidiana puedan mezclarse. La precisioén verbal ayuda a
estabilizar distinciones que después sostienen la simbolizacion. Sin embargo, la
correccion terminoldgica no debe preceder mecanicamente a la comprension: puede
emerger de la necesidad de comunicar diferencias entre procedimientos y resultados. La
institucionalizacién docente tiene sentido cuando nombra relaciones que los estudiantes
ya han encontrado o que necesitan reorganizar, conectando producciones personales con
una forma matematica compartida y culturalmente estable.

El contraste entre representaciones es otra herramienta de profundizacion. Una
misma relacion puede expresarse mediante recortes, una cuadricula, una tabla de
medidas, un diagrama, una expresion multiplicativa o una construccion dindmica.
Cuando el estudiante puede explicar como se conserva el significado al pasar de una
representacion a otra, aumenta la probabilidad de que el conocimiento sea flexible.
Cuando solo domina una representacion, la aparente comprension puede depender de
sefiales perceptivas especificas. Por ello, resulta valioso retirar gradualmente apoyos
visibles, introducir unidades no convencionales y plantear figuras cuya orientacion o

complejidad impida reconocer de inmediato una férmula conocida.
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La Tabla 27 organiza los elementos centrales de esta discusion en un formato

comparativo. Su funcion es hacer visibles relaciones que suelen aparecer dispersas en la

literatura 0 en las producciones de aula y facilitar su uso en analisis didactico y

planificacion.
Tabla 27. Conocimientos profesionales para ensefiar area con enfoque conceptual
Dominio Capacidad docente Evidencia en la practica
Matematico D|§t|ngU|r magnltud, medida, Exphce_n por qué funcionan
unidad y propiedades procedimientos
., Reconocer niveles y errores Interpreta produccion del
Cognitivo e .
tipicos estudiante
Didactico Disefiar variables y medios Selecmqna tareas con contraste
productivo
. . Orquestar formulacién y Pide razones y conecta
Discursivo ! .
validacién estrategias
Evaluativo Usar evidencia formativa Ajusta tarea y retroalimentacion
- - Elige cudndo software aporta a
Tecnoldgico Integrar recursos con propdsito -
la relacion

Elaboracion propia a partir de Brousseau (2007), Baturo y Nason (1996), Santos (2022) y Yohannes y Chen (2023).
La lectura de la Tabla 27 confirma que una misma tarea de area puede activar

conocimientos distintos segun la unidad, la representacion, la figura y la exigencia de
justificacion. Por ello, el disefio no deberia evaluar Unicamente la exactitud final, sino
también la relacion matematica que sostiene el procedimiento y su estabilidad ante una
variacion controlada.

La dimension espacial merece atencion explicita. La medicion de area exige
concebir unidades bidimensionales que recubren una regién, coordinar partes y
totalidad, y anticipar transformaciones que no alteran la cantidad de superficie. Estas
operaciones implican visualizacion, pero no se reducen a una habilidad perceptiva
aislada. La visualizacion se vuelve matematica cuando se articula con propiedades,
relaciones de equivalencia y argumentos. La evidencia contemporanea sobre habilidades
espaciales y rendimiento matematico permite entender por que tareas de rotacion,
particion, estructuracién y recomposicion pueden contribuir a aprendizajes mas
generales, siempre que se integren al contenido y no se trabajen como ejercicios
desconectados (Brousseau (2007); Baturo y Nason (1996); Santos (2022)).

La evaluacion formativa ofrece un marco operativo para convertir estas
observaciones en decisiones de ensefianza. La pregunta clave no es solo si el estudiante
llegd a un resultado, sino qué unidad imagind, cdmo organizo el recubrimiento, qué
relacién utiliz6, cédmo verificO su estrategia y si puede sostenerla en una tarea

modificada. La retroalimentacion util se dirige a una relacion matematica concreta y
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abre una nueva oportunidad de accion. De este modo, evaluar y ensefiar dejan de ser
momentos separados: la evidencia recogida durante la actividad permite ajustar el
medio, seleccionar una variante de la tarea o decidir qué conocimiento necesita ser
institucionalizado (Brousseau (2007); Baturo y Nason (1996); Santos (2022)).

En términos curriculares, este enfoque exige continuidad. Las nociones de
comparacion, conservacion, unidad e iteracion deberian reaparecer con creciente
complejidad a lo largo de la primaria, en lugar de quedar encapsuladas en una unidad
tematica breve. Cada retorno puede incorporar nuevas restricciones: unidades
convencionales, medidas fraccionarias, figuras compuestas, datos incompletos,
problemas inversos o necesidad de justificar generalizaciones. Una progresion de este
tipo conecta la intuicion geométrica con el razonamiento multiplicativo y prepara
aprendizajes posteriores de proporcionalidad, semejanza, superficie y modelizacion.

La diversidad de estudiantes obliga a evitar una Unica via de acceso. Algunos
alumnos se benefician de manipular y superponer; otros de dibujar, verbalizar o usar
una representacion dinamica. Ofrecer multiples representaciones no significa reducir la
exigencia matematica, sino permitir que la relacién central sea accesible desde
diferentes sistemas semioticos. El criterio de calidad es que todas las vias converjan en
una explicacion controlable: qué se conserva, qué cambia, por qué la unidad elegida es
pertinente y cdmo se puede verificar la medida. Este enfoque resulta compatible con una
ensefianza inclusiva centrada en el razonamiento.

Para el profesorado, la implicacion mas exigente es anticipar estrategias sin
fijarlas. Disefiar una buena situacion supone imaginar procedimientos plausibles, errores
productivos, valores de variables que provoquen cambios y preguntas que permitan
sostener la autonomia. La planificacion se convierte asi en una hipétesis sobre el
funcionamiento del conocimiento en un medio. Durante la clase, esa hip6tesis debe
confrontarse con las producciones reales y revisarse cuando las respuestas muestran
relaciones distintas de las previstas. Esta logica aproxima la practica docente a una
investigacion sistematica de la ensefianza.

La expansion cientifica realizada en este libro también permite situar el caso en
una escala adecuada. Las evidencias microdidacticas ofrecen profundidad interpretativa,
mientras que revisiones sistematicas y metaanalisis aportan panoramas mas amplios
sobre patrones, relaciones y efectos. Ninguno de estos niveles sustituye al otro. El caso

explica como puede organizarse una estrategia dentro de una situacion concreta; la

Veronica Milagros Castillo Perez 214



Construccion del concepto de area como magnitud
De la teoria de situaciones didacticas a las aulas de educacién primaria

evidencia acumulada ayuda a estimar si el problema observado es recurrente y qué
enfoques han mostrado resultados consistentes. Su integracion fortalece la discusion sin
atribuir al pequefio estudio original alcances que no posee.

Como sintesis, el disefio de experiencias debe combinar comparacion, medicion,
transformacion y argumentacion, con variaciones que permitan observar si el estudiante
conserva el significado al cambiar de unidad, figura o representacion. Esta formulacion
conecta el analisis conceptual con una decision educativa verificable y prepara el paso
hacia el siguiente problema del capitulo. La ensefianza del area como magnitud adquiere
coherencia cuando las tareas, los recursos, las interacciones y la evaluacion apuntan a
las mismas relaciones matemaéticas. El objetivo no es prolongar indefinidamente
experiencias manipulativas ni retrasar el simbolismo, sino asegurar que la economia de
la formula sea el punto de llegada de una estructura comprensible y que, una vez
introducida, pueda volver a justificarse desde unidades, transformaciones y relaciones
espaciales.

Desde una perspectiva epistemologica, el papel del docente para seleccionar
tareas, interpretar estrategias, decidir cuando intervenir y convertir producciones locales
en conocimiento institucionalizado también permite comprender que los conceptos
escolares son el resultado de una organizacion progresiva de experiencias y relaciones.
La historia de la medicion muestra que cuantificar una superficie supone estabilizar
unidades, operaciones de composicion y criterios de equivalencia; la ensefianza
reproduce parcialmente ese desafio a escala cognitiva. Por eso, saltar directamente a una
notacién eficiente puede ocultar los problemas que la propia matematica tuvo que
resolver: qué cuenta como la misma cantidad de superficie, cOmo se comparan regiones
no superponibles y de qué manera una unidad puede iterarse de forma coherente.
(Brousseau (2007); Baturo y Nason (1996); Santos (2022)) proporciona antecedentes
para disefiar tareas donde esas relaciones se conviertan en objeto de reflexion y no
permanezcan como supuestos invisibles detras de un algoritmo.

Una forma de operacionalizar este enfogque consiste en construir secuencias de
tareas que mantengan estable el conocimiento central y modifiquen una condicion a la
vez. A partir de las evidencias de evaluacion formativa pueden guiar la seleccion de la
siguiente tarea y la retroalimentacion individual o grupal, puede variarse la forma sin
cambiar el area, cambiar la unidad manteniendo la region, retirar gradualmente la

cuadricula o pedir que una estrategia sea explicada con una representacion distinta. La
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comparacion entre soluciones se vuelve entonces parte del contenido: obliga a
identificar qué informacion es matematica y cual pertenece solo al dibujo o al material.
Esta logica favorece que el estudiante formule conjeturas, encuentre contraejemplos y
desarrolle criterios para elegir procedimientos, en lugar de asociar cada apariencia
visual con una regla aislada. La variacion controlada es, ademas, un recurso potente
para el docente porque hace observable la estabilidad o fragilidad de la comprension.

En términos de investigacion educativa, la formacién docente debe incluir
analisis de producciones reales y disefio de variaciones de tareas, no solo repertorios de
actividades plantea una exigencia metodoldgica: separar cuidadosamente desempefio
inmediato, comprension conceptual y transferencia. Una secuencia puede mejorar la
ejecucion durante la sesion porque ofrece apoyos visibles, sin que ello implique que el
estudiante haya internalizado la estructura necesaria para resolver una tarea distante. Por
eso son relevantes las pruebas diferidas, las representaciones novedosas y la solicitud de
justificaciones. La tesis de origen ya ofrece una sefial en esa direccién al incluir una
segunda actividad una semana después; la literatura contemporanea sobre progresiones
y evaluacion formativa permite ampliar ese criterio y proponer seguimientos mas
extensos. De este modo, el disefio de ensefianza y el disefio de investigacidén convergen
en una misma pregunta: qué evidencia permite afirmar que el conocimiento funciona
mas alla de la situacion en la que fue construido (Brousseau (2007); Baturo y Nason
(1996); Santos (2022)).

En suma, este apartado refuerza una idea transversal del libro: comprender area
supone coordinar relaciones geométricas, métricas y representacionales y poder
justificar su funcionamiento cuando cambian las condiciones de la tarea. Esta
coordinacion prepara el terreno para el siguiente apartado, donde el andlisis desplaza el

énfasis hacia una dimensién complementaria del mismo problema.

6.4 TECNOLOGIA, EQUIDAD Y DIVERSIDAD DE
REPRESENTACIONES

El niacleo de este apartado es la integracion de herramientas digitales y no
digitales desde criterios de acceso, significado matematico, carga cognitiva y diversidad
de estudiantes. Este desplazamiento conceptual resulta decisivo porque el area no se
aprende de manera soOlida cuando se presenta Unicamente como una operacion
aritmética asociada a ciertas figuras. La matematica escolar necesita construir un puente

entre experiencias de comparacion y transformacion, representaciones geométricas y
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cuantificacion. Desde esta perspectiva, el aprendizaje se entiende como una
reorganizacion progresiva de relaciones: qué se mide, con qué unidad se compara, qué
transformaciones conservan la magnitud y como se justifican los resultados. (Yohannes
y Chen (2023); Juandi et al. (2021); Suparman et al. (2024); Byrne et al. (2023)) ofrece
un marco convergente para interpretar este transito y para diferenciar el conocimiento
que permite ejecutar un calculo del conocimiento que permite explicar por qué ese
calculo representa una medida de area.

La investigacion que sirve de base a esta obra aporta un referente empirico
especialmente util: el uso limitado de GeoGebra en la tesis muestra que disponer de una
herramienta no asegura que se convierta en medio matematico para resolver un
problema. Este dato no se utiliza aqui como ilustracién anecdoética, sino como evidencia
situada de los problemas conceptuales que aparecen cuando el estudiante debe actuar sin
una formula inmediatamente disponible. La riqueza del caso reside en que registra
procedimientos, conversaciones y cambios de estrategia, por lo que permite reconstruir
el razonamiento y no solo clasificar respuestas como correctas o incorrectas. La lectura
editorial del estudio preserva esta evidencia, pero la inserta en un marco cientifico mas
amplio para evitar que la interpretacion quede restringida a las condiciones particulares
del aula observada (Castillo Pérez, 2015).

La literatura especializada amplia esta lectura al sefialar que la investigacion
reciente sugiere efectos favorables de GeoGebra y del entrenamiento espacial, pero los
beneficios dependen del disefio y no autorizan a sustituir experiencias concretas y
discursivas. En consecuencia, la comprension del area puede describirse como una red
de coordinaciones entre atributos geométricos, unidades, representaciones y
operaciones. Cuando una de estas coordinaciones falta, el estudiante puede producir una
respuesta numérica plausible sin controlar el significado de la magnitud. Por ello, la
ensefianza conceptual no se opone a la eficiencia procedimental; su finalidad es que la
eficiencia se apoye en estructuras que puedan recuperarse, explicarse y transferirse.
(Yohannes y Chen (2023); Juandi et al. (2021); Suparman et al. (2024); Byrne et al.
(2023)) coincide en que la calidad del conocimiento se hace visible cuando el alumno
puede cambiar de representacion o de estrategia sin perder el control sobre la relacion
matematica central.

Un mecanismo particularmente relevante es que wuna ecologia de

representaciones puede combinar recortes, cuadriculas, diagramas, gestos, lenguaje,
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expresiones simbdlicas y geometria dinamica. Esta idea permite transformar la tarea
didactica: ya no se trata solo de pedir un numero, sino de disefiar condiciones para que
determinadas relaciones sean necesarias. El estudiante debe decidir qué conservar, qué
transformar y qué informacion resulta pertinente. Las tareas con variaciones controladas
pueden provocar una ruptura de estrategias fragiles y favorecer otras mas generales. Esa
reorganizacion constituye una sefial de aprendizaje mas potente que la repeticion exitosa
de un mismo tipo de ejercicio, porque muestra que el conocimiento empieza a funcionar
como herramienta para anticipar y justificar acciones matematicas.

Desde el punto de vista del disefio de ensefianza, la accesibilidad exige ofrecer
mas de una via para percibir, representar y justificar relaciones, evitando convertir la
tecnologia en una barrera adicional. La consigna, los materiales y las representaciones
deben sostener la actividad intelectual sin sustituirla. Una tarea demasiado guiada
convierte el procedimiento en obediencia; una tarea demasiado abierta puede dispersar
la atencion y ocultar el objeto matemético. El equilibrio consiste en restringir
suficientemente el medio para que las estrategias relevantes tengan consecuencias
observables y, al mismo tiempo, conservar un espacio de decision para el estudiante. En
esta logica, la intervencidn docente se orienta a pedir razones, comparar procedimientos
y devolver preguntas que obliguen a revisar la coherencia de las soluciones, antes que a
indicar el algoritmo esperado.

Conviene introducir una cautela: las decisiones de implementacion deben
considerar disponibilidad de dispositivos, tiempo de familiarizacion, apoyos docentes y
transferencia a tareas sin software. Esta precision evita convertir recursos, teorias o
procedimientos en recetas universales. Una cuadricula, un manipulativo, una formula o
un software no poseen eficacia didactica por si mismos; su funcion depende de la
relacién que la tarea establezca entre el recurso y el conocimiento. Incluso una
estrategia matematicamente valida puede convertirse en obstaculo si se aplica de
manera rigida fuera de las condiciones que justifican su uso. El analisis didactico debe,
por tanto, atender a la estructura del problema, a los conocimientos previos y a las
decisiones que el medio hace posibles o necesarias.

Una consecuencia para el aprendizaje es que las respuestas parciales deben
leerse como configuraciones de conocimiento, no como simples fallas. Un estudiante
puede reconocer una unidad de area y, sin embargo, no estructurarla en filas y

columnas; puede descomponer una figura correctamente y recomponer mal sus areas; o
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puede calcular una medida con precision sin distinguir la magnitud del numero. Esta
granularidad explica por qué una evaluacion basada solo en aciertos pierde informacion
crucial. Los niveles de razonamiento y las trayectorias de aprendizaje permiten describir
qué relaciones estan disponibles y cudles requieren nuevas experiencias, especialmente
cuando se combinan observaciones, producciones graficas y explicaciones verbales
(Yohannes y Chen (2023); Juandi et al. (2021); Suparman et al. (2024); Byrne et al.
(2023)).

El lenguaje cumple aqui una funcion epistemoldgica. Expresiones como
superficie, area, medida, unidad, cuadrado, lado o perimetro no son intercambiables,
aungue en la conversacion cotidiana puedan mezclarse. La precision verbal ayuda a
estabilizar distinciones que después sostienen la simbolizacion. Sin embargo, la
correccion terminoldgica no debe preceder mecanicamente a la comprension: puede
emerger de la necesidad de comunicar diferencias entre procedimientos y resultados. La
institucionalizacion docente tiene sentido cuando nombra relaciones que los estudiantes
ya han encontrado o que necesitan reorganizar, conectando producciones personales con
una forma matematica compartida y culturalmente estable.

El contraste entre representaciones es otra herramienta de profundizacion. Una
misma relacion puede expresarse mediante recortes, una cuadricula, una tabla de
medidas, un diagrama, una expresion multiplicativa o una construccion dindmica.
Cuando el estudiante puede explicar como se conserva el significado al pasar de una
representacion a otra, aumenta la probabilidad de que el conocimiento sea flexible.
Cuando solo domina una representacion, la aparente comprension puede depender de
sefiales perceptivas especificas. Por ello, resulta valioso retirar gradualmente apoyos
visibles, introducir unidades no convencionales y plantear figuras cuya orientaciéon o
complejidad impida reconocer de inmediato una férmula conocida.

La Tabla 28 organiza los elementos centrales de esta discusion en un formato
comparativo. Su funcion es hacer visibles relaciones que suelen aparecer dispersas en la
literatura o en las producciones de aula y facilitar su uso en anélisis didactico y

planificacion.
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Tabla 28. Ecologia de representaciones para el concepto de area

Limitacidn si se usa

Representacion Fortaleza sola Conexién necesaria
. Acciény Puede quedar en lo Nombrar unidad y
Material concreto . ! i
transformacién perceptivo conservacion

Cuadricula

Estructura y conteo

Dependencia de marcas

Reconstruir sin
cuadricula

Diagrama

Sintesis espacial

Puede ocultar proceso

Explicar
transformaciones

Lenguaje verbal

Argumentacion

Ambigliedad

Anclar en acciones y

terminoldgica propiedades
. , Economia L -~ . .
Simbolo/féormula nay Aplicacion mecénica Derivar desde unidades
generalidad
Variacion rapida e . Volver a explicacion
GeoGebra . . P Carga instrumental aexp
invariantes matematica

Elaboracion propia a partir de Byrne et al. (2023), Juandi et al. (2021) y Harris et al. (2023).
La lectura de la Tabla 28 confirma que una misma tarea de area puede activar

conocimientos distintos segun la unidad, la representacién, la figura y la exigencia de
justificacion. Por ello, el disefio no deberia evaluar tnicamente la exactitud final, sino
también la relacion matematica que sostiene el procedimiento y su estabilidad ante una
variacion controlada.

La dimension espacial merece atencion explicita. La medicién de area exige
concebir unidades bidimensionales que recubren una regién, coordinar partes y
totalidad, y anticipar transformaciones que no alteran la cantidad de superficie. Estas
operaciones implican visualizacion, pero no se reducen a una habilidad perceptiva
aislada. La visualizacion se vuelve matematica cuando se articula con propiedades,
relaciones de equivalencia y argumentos. La evidencia contemporanea sobre habilidades
espaciales y rendimiento matematico permite entender por qué tareas de rotacion,
particion, estructuracién y recomposicion pueden contribuir a aprendizajes mas
generales, siempre que se integren al contenido y no se trabajen como ejercicios
desconectados (Yohannes y Chen (2023); Juandi et al. (2021); Suparman et al. (2024);
Byrne et al. (2023)).

La evaluacion formativa ofrece un marco operativo para convertir estas
observaciones en decisiones de ensefianza. La pregunta clave no es solo si el estudiante
llegd a un resultado, sino qué unidad imagind, cdmo organizo el recubrimiento, qué
relacion utilizd, cémo verificO su estrategia y si puede sostenerla en una tarea
modificada. La retroalimentacion util se dirige a una relacion matematica concreta y
abre una nueva oportunidad de accion. De este modo, evaluar y ensefiar dejan de ser

momentos separados: la evidencia recogida durante la actividad permite ajustar el
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medio, seleccionar una variante de la tarea o decidir qué conocimiento necesita ser
institucionalizado (Yohannes y Chen (2023); Juandi et al. (2021); Suparman et al.
(2024); Byrne et al. (2023)).

En términos curriculares, este enfoque exige continuidad. Las nociones de
comparacion, conservacion, unidad e iteracion deberian reaparecer con creciente
complejidad a lo largo de la primaria, en lugar de quedar encapsuladas en una unidad
teméatica breve. Cada retorno puede incorporar nuevas restricciones: unidades
convencionales, medidas fraccionarias, figuras compuestas, datos incompletos,
problemas inversos o necesidad de justificar generalizaciones. Una progresion de este
tipo conecta la intuicion geométrica con el razonamiento multiplicativo y prepara
aprendizajes posteriores de proporcionalidad, semejanza, superficie y modelizacion.

La diversidad de estudiantes obliga a evitar una Unica via de acceso. Algunos
alumnos se benefician de manipular y superponer; otros de dibujar, verbalizar o usar
una representacion dindmica. Ofrecer maltiples representaciones no significa reducir la
exigencia matematica, sino permitir que la relacién central sea accesible desde
diferentes sistemas semioticos. El criterio de calidad es que todas las vias converjan en
una explicacion controlable: qué se conserva, qué cambia, por qué la unidad elegida es
pertinente y cémo se puede verificar la medida. Este enfoque resulta compatible con una
ensefianza inclusiva centrada en el razonamiento.

Para el profesorado, la implicacion mas exigente es anticipar estrategias sin
fijarlas. Disefiar una buena situacién supone imaginar procedimientos plausibles, errores
productivos, valores de variables que provoquen cambios y preguntas que permitan
sostener la autonomia. La planificacion se convierte asi en una hipotesis sobre el
funcionamiento del conocimiento en un medio. Durante la clase, esa hipotesis debe
confrontarse con las producciones reales y revisarse cuando las respuestas muestran
relaciones distintas de las previstas. Esta logica aproxima la practica docente a una
investigacion sistematica de la ensefianza.

La expansion cientifica realizada en este libro también permite situar el caso en
una escala adecuada. Las evidencias microdidacticas ofrecen profundidad interpretativa,
mientras que revisiones sistematicas y metaanalisis aportan panoramas mas amplios
sobre patrones, relaciones y efectos. Ninguno de estos niveles sustituye al otro. El caso
explica como puede organizarse una estrategia dentro de una situacion concreta; la

evidencia acumulada ayuda a estimar si el problema observado es recurrente y qué
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enfoques han mostrado resultados consistentes. Su integracion fortalece la discusion sin
atribuir al pequefio estudio original alcances que no posee.

Como sintesis, el disefio de experiencias debe combinar comparacion, medicion,
transformacion y argumentacion, con variaciones que permitan observar si el estudiante
conserva el significado al cambiar de unidad, figura o representacion. Esta formulacion
conecta el analisis conceptual con una decision educativa verificable y prepara el paso
hacia el siguiente problema del capitulo. La ensefianza del area como magnitud adquiere
coherencia cuando las tareas, los recursos, las interacciones y la evaluacion apuntan a
las mismas relaciones matematicas. El objetivo no es prolongar indefinidamente
experiencias manipulativas ni retrasar el simbolismo, sino asegurar que la economia de
la férmula sea el punto de llegada de una estructura comprensible y que, una vez
introducida, pueda volver a justificarse desde unidades, transformaciones y relaciones
espaciales.

Desde una perspectiva epistemoldgica, la integracion de herramientas digitales y
no digitales desde criterios de acceso, significado matematico, carga cognitiva y
diversidad de estudiantes también permite comprender que los conceptos escolares son
el resultado de una organizacién progresiva de experiencias y relaciones. La historia de
la medicion muestra que cuantificar una superficie supone estabilizar unidades,
operaciones de composicion y criterios de equivalencia; la ensefianza reproduce
parcialmente ese desafio a escala cognitiva. Por eso, saltar directamente a una notacion
eficiente puede ocultar los problemas que la propia matematica tuvo que resolver: qué
cuenta como la misma cantidad de superficie, como se comparan regiones no
superponibles y de qué manera una unidad puede iterarse de forma coherente.
(Yohannes y Chen (2023); Juandi et al. (2021); Suparman et al. (2024); Byrne et al.
(2023)) proporciona antecedentes para disefiar tareas donde esas relaciones se
conviertan en objeto de reflexion y no permanezcan como supuestos invisibles detrés de
un algoritmo.

Una forma de operacionalizar este enfogque consiste en construir secuencias de
tareas que mantengan estable el conocimiento central y modifiquen una condicion a la
vez. A partir de la accesibilidad exige ofrecer mas de una via para percibir, representar y
justificar relaciones, evitando convertir la tecnologia en una barrera adicional, puede
variarse la forma sin cambiar el area, cambiar la unidad manteniendo la region, retirar

gradualmente la cuadricula o pedir que una estrategia sea explicada con una
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representacion distinta. La comparacion entre soluciones se vuelve entonces parte del
contenido: obliga a identificar qué informacion es matematica y cuél pertenece solo al
dibujo o al material. Esta légica favorece que el estudiante formule conjeturas,
encuentre contraejemplos y desarrolle criterios para elegir procedimientos, en lugar de
asociar cada apariencia visual con una regla aislada. La variacion controlada es, ademas,
un recurso potente para el docente porque hace observable la estabilidad o fragilidad de
la comprension.

En términos de investigacion educativa, las decisiones de implementacién deben
considerar disponibilidad de dispositivos, tiempo de familiarizacion, apoyos docentes y
transferencia a tareas sin software plantea una exigencia metodoldgica: separar
cuidadosamente desempefio inmediato, comprension conceptual y transferencia. Una
secuencia puede mejorar la ejecucion durante la sesion porque ofrece apoyos visibles,
sin que ello implique que el estudiante haya internalizado la estructura necesaria para
resolver una tarea distante. Por eso son relevantes las pruebas diferidas, las
representaciones novedosas Y la solicitud de justificaciones. La tesis de origen ya ofrece
una sefial en esa direccion al incluir una segunda actividad una semana después; la
literatura contemporanea sobre progresiones y evaluacion formativa permite ampliar ese
criterio y proponer seguimientos mas extensos. De este modo, el disefio de ensefianza y
el disefio de investigacion convergen en una misma pregunta: qué evidencia permite
afirmar que el conocimiento funciona mas alla de la situacion en la que fue construido
(Yohannes y Chen (2023); Juandi et al. (2021); Suparman et al. (2024); Byrne et al.
(2023)).

En suma, este apartado refuerza una idea transversal del libro: comprender area
supone coordinar relaciones geométricas, métricas y representacionales y poder
justificar su funcionamiento cuando cambian las condiciones de la tarea. Esta
coordinacion prepara el terreno para el siguiente apartado, donde el anélisis desplaza el

énfasis hacia una dimension complementaria del mismo problema.

6.5 LIMITACIONES, AGENDA DE INVESTIGACION Y
MODELO INTEGRADOR

El nlcleo de este apartado es los limites del caso y las lineas necesarias para
construir evidencia acumulativa sobre la ensefianza del area como magnitud. Este
desplazamiento conceptual resulta decisivo porque el area no se aprende de manera

solida cuando se presenta Unicamente como una operacion aritmética asociada a ciertas
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figuras. La matematica escolar necesita construir un puente entre experiencias de
comparacion y transformacion, representaciones geomeétricas y cuantificacion. Desde
esta perspectiva, el aprendizaje se entiende como una reorganizacion progresiva de
relaciones: qué se mide, con qué unidad se compara, qué transformaciones conservan la
magnitud y como se justifican los resultados. (Vargas Herrera et al. (2025); Harris et al.
(2022); Atit et al. (2022)) ofrece un marco convergente para interpretar este transito y
para diferenciar el conocimiento que permite ejecutar un céalculo del conocimiento que
permite explicar por qué ese calculo representa una medida de area.

La investigacion que sirve de base a esta obra aporta un referente empirico
especialmente atil: la muestra de cuatro estudiantes, la seleccion intencional y las
diferencias de tiempo y documentacion impiden generalizar tasas de éxito o atribuir
causalidad a un componente especifico. Este dato no se utiliza aqui como ilustracién
anecdotica, sino como evidencia situada de los problemas conceptuales que aparecen
cuando el estudiante debe actuar sin una formula inmediatamente disponible. La riqueza
del caso reside en que registra procedimientos, conversaciones y cambios de estrategia,
por lo que permite reconstruir el razonamiento y no solo clasificar respuestas como
correctas o incorrectas. La lectura editorial del estudio preserva esta evidencia, pero la
inserta en un marco cientifico mas amplio para evitar que la interpretacion quede
restringida a las condiciones particulares del aula observada (Castillo Pérez, 2015).

La literatura especializada amplia esta lectura al sefialar que futuras
investigaciones deberian incorporar disefios longitudinales, multiples escuelas, analisis
de fidelidad de implementacién, medidas de transferencia y seguimiento de trayectorias
individuales. En consecuencia, la comprension del area puede describirse como una red
de coordinaciones entre atributos geométricos, unidades, representaciones y
operaciones. Cuando una de estas coordinaciones falta, el estudiante puede producir una
respuesta numérica plausible sin controlar el significado de la magnitud. Por ello, la
ensefianza conceptual no se opone a la eficiencia procedimental; su finalidad es que la
eficiencia se apoye en estructuras que puedan recuperarse, explicarse y transferirse.
(\Vargas Herrera et al. (2025); Harris et al. (2022); Atit et al. (2022)) coincide en que la
calidad del conocimiento se hace visible cuando el alumno puede cambiar de
representacion o de estrategia sin perder el control sobre la relacion matematica central.

Un mecanismo particularmente relevante es que también es necesario estudiar

coémo el conocimiento docente, el lenguaje, la cultura escolar, los recursos digitales y las
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condiciones de equidad interactian con el disefio de tareas. Esta idea permite
transformar la tarea didactica: ya no se trata solo de pedir un namero, sino de disefiar
condiciones para que determinadas relaciones sean necesarias. El estudiante debe
decidir qué conservar, qué transformar y qué informacion resulta pertinente. Las tareas
con variaciones controladas pueden provocar una ruptura de estrategias fragiles y
favorecer otras mas generales. Esa reorganizacion constituye una sefial de aprendizaje
mas potente que la repeticidn exitosa de un mismo tipo de ejercicio, porque muestra que
el conocimiento empieza a funcionar como herramienta para anticipar y justificar
acciones matematicas.

Desde el punto de vista del disefio de ensefianza, un modelo integrador debe
coordinar objeto matematico, trayectoria cognitiva, medio didéctico, mediacion docente,
recursos y evaluacion formativa. La consigna, los materiales y las representaciones
deben sostener la actividad intelectual sin sustituirla. Una tarea demasiado guiada
convierte el procedimiento en obediencia; una tarea demasiado abierta puede dispersar
la atencion y ocultar el objeto matemético. El equilibrio consiste en restringir
suficientemente el medio para que las estrategias relevantes tengan consecuencias
observables y, al mismo tiempo, conservar un espacio de decision para el estudiante. En
esta ldgica, la intervencidn docente se orienta a pedir razones, comparar procedimientos
y devolver preguntas que obliguen a revisar la coherencia de las soluciones, antes que a

indicar el algoritmo esperado.
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Figura 7. Modelo integrador para disefiar aprendizaje de area

Modelo integrador para disefiar aprendizaje de area

Objeto |Trayectoria | | Me;dioy | Mediacion
matematico | coghnitiva | v bles dgZente

Recurgo{.y 1 i Fanrsferencia
representauonesJ formativ | ey

Elaboracion propia a partir de los marcos tedricos y relaciones desarrollados en este libro.

La figura sintetiza relaciones que en el texto se analizan de manera separada. Su
lectura debe hacerse de forma funcional: las flechas representan dependencias o
transiciones didacticas, no una secuencia psicolégica rigida. El valor del esquema
consiste en ayudar a identificar qué componentes deben coordinarse cuando se disefia o
interpreta una situacion de aprendizaje del &rea.

Conviene introducir una cautela: la principal proyeccion del libro es convertir
esa coordinacion en un marco para disefiar, observar y mejorar experiencias de
geometria de la medida. Esta precision evita convertir recursos, teorias o
procedimientos en recetas universales. Una cuadricula, un manipulativo, una formula o
un software no poseen eficacia didactica por si mismos; su funcién depende de la
relacion que la tarea establezca entre el recurso y el conocimiento. Incluso una
estrategia matematicamente valida puede convertirse en obstaculo si se aplica de
manera rigida fuera de las condiciones que justifican su uso. El analisis didactico debe,
por tanto, atender a la estructura del problema, a los conocimientos previos y a las
decisiones que el medio hace posibles o necesarias.

Una consecuencia para el aprendizaje es que las respuestas parciales deben
leerse como configuraciones de conocimiento, no como simples fallas. Un estudiante
puede reconocer una unidad de area y, sin embargo, no estructurarla en filas y

columnas; puede descomponer una figura correctamente y recomponer mal sus areas; o
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puede calcular una medida con precision sin distinguir la magnitud del numero. Esta
granularidad explica por qué una evaluacion basada solo en aciertos pierde informacién
crucial. Los niveles de razonamiento y las trayectorias de aprendizaje permiten describir
qué relaciones estan disponibles y cudles requieren nuevas experiencias, especialmente
cuando se combinan observaciones, producciones graficas y explicaciones verbales
(Vargas Herrera et al. (2025); Harris et al. (2022); Atit et al. (2022)).

El lenguaje cumple aqui una funcion epistemoldgica. Expresiones como
superficie, area, medida, unidad, cuadrado, lado o perimetro no son intercambiables,
aunque en la conversacion cotidiana puedan mezclarse. La precision verbal ayuda a
estabilizar distinciones que después sostienen la simbolizacion. Sin embargo, la
correccion terminoldgica no debe preceder mecanicamente a la comprension: puede
emerger de la necesidad de comunicar diferencias entre procedimientos y resultados. La
institucionalizacion docente tiene sentido cuando nombra relaciones que los estudiantes
ya han encontrado o que necesitan reorganizar, conectando producciones personales con
una forma matematica compartida y culturalmente estable.

El contraste entre representaciones es otra herramienta de profundizacién. Una
misma relacion puede expresarse mediante recortes, una cuadricula, una tabla de
medidas, un diagrama, una expresion multiplicativa 0 una construccion dindmica.
Cuando el estudiante puede explicar como se conserva el significado al pasar de una
representacion a otra, aumenta la probabilidad de que el conocimiento sea flexible.
Cuando solo domina una representacion, la aparente comprension puede depender de
sefiales perceptivas especificas. Por ello, resulta valioso retirar gradualmente apoyos
visibles, introducir unidades no convencionales y plantear figuras cuya orientaciéon o
complejidad impida reconocer de inmediato una férmula conocida.

La Tabla 29 organiza los elementos centrales de esta discusion en un formato
comparativo. Su funcion es hacer visibles relaciones que suelen aparecer dispersas en la
literatura o en las producciones de aula y facilitar su uso en analisis didactico y

planificacion.
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Tabla 29. Agenda de investigacion derivada de la obra

Linea

Pregunta prioritaria

Disefio recomendado

Trayectorias longitudinales

¢ Como se estabiliza la
invariancia del area?

Seguimiento multigrado

Transferencia

¢Qué tan lejos se transfiere el
conocimiento?

Tareas no isomorfas y
seguimiento

¢ Qué intervenciones sostienen

Docencia : S Andlisis de video y discurso
autonomia y validacion?
. ¢Qué usos dinamicos mejoran Comparacién de disefios con y
Tecnologia P .
comprension? sin software
. ¢ Qué representaciones reducen Muestras diversas y
Equidad o
barreras? accesibilidad
. ;Como se alinean textos e
Curriculo ¢ y Andlisis documental y de aula

trayectorias?

Elaboracion propia a partir de Vargas Herrera et al. (2025), Harris et al. (2022) y Yohannes y Chen (2023).

La lectura de la Tabla 29 confirma que una misma tarea de area puede activar

conocimientos distintos segun la unidad, la representacién, la figura y la exigencia de
justificacion. Por ello, el disefio no deberia evaluar Unicamente la exactitud final, sino
también la relacion matematica que sostiene el procedimiento y su estabilidad ante una
variacion controlada.

La Tabla 30 organiza los elementos centrales de esta discusion en un formato
comparativo. Su funcion es hacer visibles relaciones que suelen aparecer dispersas en la
literatura o en las producciones de aula y facilitar su uso en analisis didactico y

planificacion.

Tabla 30. Modelo integrador para el disefio de situaciones de area

Componente

Pregunta de disefio

Evidencia de funcionamiento

Objeto matematico

¢ Qué relacién sobre el area debe
emerger?

El estudiante la usa y explica

Trayectoria cognitiva

¢Qué coordinacién antecede y
cudl sigue?

La estrategia evoluciona

Medio

¢ Qué retroaccidn ofrece la
tarea?

El estudiante revisa decisiones

Variable didactica

¢ Qué cambio fuerza nueva
estrategia?

Aparece reorganizacion

Mediacion docente

¢ Qué preguntas preservan
autonomia?

Se amplian justificaciones

Recursos

¢ Qué representacion aporta?

Conecta accion, imagen y
simbolo

Evaluacién

¢Qué evidencia indica avance?

Transferencia a una tarea
modificada

Modelo propuesto en esta obra a partir de la Teoria de Situaciones Didacticas, la Ingenieria Didactica y la literatura

reciente revisada.

La lectura de la Tabla 30 confirma que una misma tarea de area puede activar

conocimientos distintos segun la unidad, la representacion, la figura y la exigencia de

justificacion. Por ello, el disefio no deberia evaluar Unicamente la exactitud final, sino

Veronica Milagros Castillo Perez 228



Construccion del concepto de area como magnitud
De la teoria de situaciones didacticas a las aulas de educacién primaria

también la relacion matematica que sostiene el procedimiento y su estabilidad ante una
variacion controlada.

La dimension espacial merece atencion explicita. La medicion de &area exige
concebir unidades bidimensionales que recubren una regién, coordinar partes y
totalidad, y anticipar transformaciones que no alteran la cantidad de superficie. Estas
operaciones implican visualizacion, pero no se reducen a una habilidad perceptiva
aislada. La visualizacion se vuelve matemética cuando se articula con propiedades,
relaciones de equivalencia y argumentos. La evidencia contemporanea sobre habilidades
espaciales y rendimiento matematico permite entender por qué tareas de rotacion,
particion, estructuracién y recomposicion pueden contribuir a aprendizajes mas
generales, siempre que se integren al contenido y no se trabajen como ejercicios
desconectados (VVargas Herrera et al. (2025); Harris et al. (2022); Atit et al. (2022)).

La evaluacion formativa ofrece un marco operativo para convertir estas
observaciones en decisiones de ensefianza. La pregunta clave no es solo si el estudiante
llegd a un resultado, sino qué unidad imagin6, cémo organizo el recubrimiento, qué
relacién utiliz6, cémo verificO su estrategia y si puede sostenerla en una tarea
modificada. La retroalimentacion Util se dirige a una relacion matematica concreta y
abre una nueva oportunidad de accién. De este modo, evaluar y ensefiar dejan de ser
momentos separados: la evidencia recogida durante la actividad permite ajustar el
medio, seleccionar una variante de la tarea o decidir qué conocimiento necesita ser
institucionalizado (Vargas Herrera et al. (2025); Harris et al. (2022); Atit et al. (2022)).

En términos curriculares, este enfoque exige continuidad. Las nociones de
comparacion, conservacion, unidad e iteracion deberian reaparecer con creciente
complejidad a lo largo de la primaria, en lugar de quedar encapsuladas en una unidad
tematica breve. Cada retorno puede incorporar nuevas restricciones: unidades
convencionales, medidas fraccionarias, figuras compuestas, datos incompletos,
problemas inversos o necesidad de justificar generalizaciones. Una progresion de este
tipo conecta la intuicion geométrica con el razonamiento multiplicativo y prepara
aprendizajes posteriores de proporcionalidad, semejanza, superficie y modelizacion.

La diversidad de estudiantes obliga a evitar una Unica via de acceso. Algunos
alumnos se benefician de manipular y superponer; otros de dibujar, verbalizar o usar
una representacion dinamica. Ofrecer multiples representaciones no significa reducir la

exigencia matematica, sino permitir que la relacion central sea accesible desde
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diferentes sistemas semioticos. El criterio de calidad es que todas las vias converjan en
una explicacion controlable: qué se conserva, qué cambia, por qué la unidad elegida es
pertinente y cdmo se puede verificar la medida. Este enfoque resulta compatible con una
ensefianza inclusiva centrada en el razonamiento.

Para el profesorado, la implicacion mas exigente es anticipar estrategias sin
fijarlas. Disefiar una buena situacion supone imaginar procedimientos plausibles, errores
productivos, valores de variables que provoquen cambios y preguntas que permitan
sostener la autonomia. La planificacion se convierte asi en una hipotesis sobre el
funcionamiento del conocimiento en un medio. Durante la clase, esa hipotesis debe
confrontarse con las producciones reales y revisarse cuando las respuestas muestran
relaciones distintas de las previstas. Esta I6gica aproxima la préctica docente a una
investigacion sistematica de la ensefianza.

La expansion cientifica realizada en este libro también permite situar el caso en
una escala adecuada. Las evidencias microdidacticas ofrecen profundidad interpretativa,
mientras que revisiones sistematicas y metaanalisis aportan panoramas mas amplios
sobre patrones, relaciones y efectos. Ninguno de estos niveles sustituye al otro. El caso
explica como puede organizarse una estrategia dentro de una situacion concreta; la
evidencia acumulada ayuda a estimar si el problema observado es recurrente y qué
enfoques han mostrado resultados consistentes. Su integracion fortalece la discusion sin
atribuir al pequefio estudio original alcances que no posee.

Como sintesis, el disefio de experiencias debe combinar comparacion, medicion,
transformacion y argumentacién, con variaciones que permitan observar si el estudiante
conserva el significado al cambiar de unidad, figura o representacion. Esta formulacion
conecta el analisis conceptual con una decision educativa verificable y prepara el paso
hacia el siguiente problema del capitulo. La ensefianza del area como magnitud adquiere
coherencia cuando las tareas, los recursos, las interacciones y la evaluacion apuntan a
las mismas relaciones matematicas. El objetivo no es prolongar indefinidamente
experiencias manipulativas ni retrasar el simbolismo, sino asegurar que la economia de
la formula sea el punto de llegada de una estructura comprensible y que, una vez
introducida, pueda volver a justificarse desde unidades, transformaciones y relaciones
espaciales.

Desde una perspectiva epistemologica, los limites del caso y las lineas

necesarias para construir evidencia acumulativa sobre la ensefianza del area como
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magnitud también permite comprender que los conceptos escolares son el resultado de
una organizacion progresiva de experiencias y relaciones. La historia de la medicion
muestra que cuantificar una superficie supone estabilizar unidades, operaciones de
composicion y criterios de equivalencia; la ensefianza reproduce parcialmente ese
desafio a escala cognitiva. Por eso, saltar directamente a una notacion eficiente puede
ocultar los problemas que la propia matematica tuvo que resolver: qué cuenta como la
misma cantidad de superficie, cbmo se comparan regiones no superponibles y de qué
manera una unidad puede iterarse de forma coherente. (Vargas Herrera et al. (2025);
Harris et al. (2022); Atit et al. (2022)) proporciona antecedentes para disefiar tareas
donde esas relaciones se conviertan en objeto de reflexion y no permanezcan como
supuestos invisibles detras de un algoritmo.

Una forma de operacionalizar este enfoque consiste en construir secuencias de
tareas que mantengan estable el conocimiento central y modifiquen una condicion a la
vez. A partir de un modelo integrador debe coordinar objeto matematico, trayectoria
cognitiva, medio didactico, mediacion docente, recursos y evaluacion formativa, puede
variarse la forma sin cambiar el area, cambiar la unidad manteniendo la region, retirar
gradualmente la cuadricula o pedir que una estrategia sea explicada con una
representacion distinta. La comparacion entre soluciones se vuelve entonces parte del
contenido: obliga a identificar qué informacion es matematica y cuél pertenece solo al
dibujo o al material. Esta logica favorece que el estudiante formule conjeturas,
encuentre contraejemplos y desarrolle criterios para elegir procedimientos, en lugar de
asociar cada apariencia visual con una regla aislada. La variacion controlada es, ademas,
un recurso potente para el docente porque hace observable la estabilidad o fragilidad de
la comprension.

En términos de investigacion educativa, la principal proyeccién del libro es
convertir esa coordinacion en un marco para disefiar, observar y mejorar experiencias de
geometria de la medida plantea una exigencia metodologica: separar cuidadosamente
desempefio inmediato, comprension conceptual y transferencia. Una secuencia puede
mejorar la ejecucion durante la sesion porque ofrece apoyos visibles, sin que ello
implique que el estudiante haya internalizado la estructura necesaria para resolver una
tarea distante. Por eso son relevantes las pruebas diferidas, las representaciones
novedosas Y la solicitud de justificaciones. La tesis de origen ya ofrece una sefial en esa

direccién al incluir una segunda actividad una semana después; la literatura
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contemporanea sobre progresiones y evaluacion formativa permite ampliar ese criterio y
proponer seguimientos mas extensos. De este modo, el disefio de ensefianza y el disefio
de investigacidn convergen en una misma pregunta: qué evidencia permite afirmar que
el conocimiento funciona mas alld de la situaciéon en la que fue construido (Vargas
Herrera et al. (2025); Harris et al. (2022); Atit et al. (2022)).

En suma, este apartado refuerza una idea transversal del libro: comprender area
supone coordinar relaciones geométricas, métricas y representacionales y poder
justificar su funcionamiento cuando cambian las condiciones de la tarea. Esta
coordinacion prepara el terreno para el siguiente apartado, donde el anélisis desplaza el
énfasis hacia una dimensién complementaria del mismo problema.

El recorrido del capitulo permite integrar sus apartados como un argumento
unico: el aprendizaje del area no depende de una técnica aislada, sino de la construccién
progresiva de invariantes, unidades y estrategias que se ponen a prueba en situaciones
diversas. Los marcos teoricos, la evidencia reciente y el caso de origen convergen en la
necesidad de disefiar experiencias que hagan visible el pensamiento y que permitan
pasar de acciones concretas a representaciones y generalizaciones con significado. El
capitulo siguiente retoma esta conclusién y la proyecta hacia un nuevo nivel de analisis,
manteniendo como criterio la trazabilidad entre evidencia, interpretacion y propuesta

didactica.
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REFLEXIONES
FINALES

La transformacion de la investigacion de Castillo Pérez (2015) en una obra
cientifica de mayor alcance permite volver sobre una cuestién que atraviesa toda la
educacion matematica: la diferencia entre saber hacer un calculo y comprender la
estructura que lo justifica. En el caso del éarea, esa diferencia se vuelve especialmente
visible porque una respuesta numérica puede obtenerse mediante una formula sin que el
estudiante haya construido la unidad bidimensional, la conservacion de la magnitud o la
relacion entre descomposicion y aditividad. El libro ha mostrado que la comprension
conceptual no constituye un adorno tedrico del procedimiento; es la condicion que
permite explicar, adaptar y transferir el procedimiento cuando cambian las figuras, las
unidades o las representaciones.

El primer aporte de la obra es, por ello, devolver centralidad al area como
magnitud. Distinguir superficie, area, medida y nimero permite organizar de manera
coherente fendbmenos que en el aula suelen aparecer desconectados. La invariancia del
area frente al cambio de unidad, la equivalencia entre figuras de forma diferente y la
conservaciéon bajo transformaciones dejan de ser curiosidades para convertirse en
principios estructurantes. Desde esta perspectiva, recubrir, comparar, cortar,
recomponer y estructurar filas y columnas son actividades matematicas fundamentales
porque hacen visible aquello que la formula sintetizara posteriormente.

El segundo aporte es didactico. La Teoria de Situaciones Didacticas y la
Ingenieria Didactica permiten comprender que el aprendizaje no depende Unicamente de
una explicacién correcta, sino de las condiciones que obligan al estudiante a utilizar y
revisar determinado conocimiento. ElI medio, las variables, el contrato didactico y las
fases de accion, formulacion, validacion e institucionalizacion ofrecen un lenguaje para
analizar por qué una consigna produce ciertas estrategias y cOmo una intervencion
puede sostener o anular la autonomia. La ensefianza se vuelve asi un problema de

disefio y regulacion de condiciones, no una simple transmision de reglas.
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El caso original aporta evidencia concreta a esta discusion. Las participantes
comenzaron recurriendo a lados, perimetros, angulos y fdérmulas recordadas, y
progresivamente utilizaron cuadriculas, unidades arbitrarias, completar figuras,
descomponer y recomponer. Estos cambios no fueron uniformes ni definitivos. Los
errores con los poligonos | y D, las dificultades de calculo y la transferencia parcial una
semana después muestran que el conocimiento conceptual puede construirse localmente
y seguir siendo fragil. Esa fragilidad no invalida la secuencia; delimita con mayor
precision lo que una experiencia breve puede producir y lo que exige continuidad
curricular.

La literatura incorporada amplia esta interpretacion. Las revisiones sobre
medicién de area resaltan la importancia del conocimiento conceptual; los estudios
sobre estructuracion espacial muestran que la organizacion de unidades en arreglos
bidimensionales es un componente decisivo; los trabajos sobre figuras compuestas
subrayan la flexibilidad de descomposicién y recomposicion; y los metaanalisis sobre
habilidades espaciales confirman su relacion con el rendimiento matematico (Atit et al.,
2022; Hawes et al., 2022; Idrus et al., 2022; Lehmann, 2023). Estos resultados
convergen con la intuicién central de la tesis, aunque la expresan desde marcos y
muestras diferentes.

Los recursos deben interpretarse dentro de este sistema. La cuadricula fue el
soporte dominante en el estudio original y mostré un gran poder para hacer visible la
cobertura, pero también evidencio errores cuando se utilizé sin controlar la posicion o
las regiones afadidas. Los manipulativos ayudan cuando representan relaciones
relevantes y se conectan con formas méas abstractas. GeoGebra y otros entornos
dindmicos pueden acelerar la exploracion de invariantes y transformaciones, pero la
evidencia revisada recuerda que el software no garantiza aprendizaje por si mismo
(Juandi et al., 2021; Yohannes & Chen, 2023). El criterio decisivo es siempre qué
relacion matematica hace necesaria o visible el recurso.

En el plano curricular, la consecuencia es una progresion mas larga y deliberada
de lo que suele sugerir la presencia temprana de férmulas. Las experiencias con
comparacion, unidad, recubrimiento y conservacion deben comenzar antes de la
formalizacién y reaparecer después de ella bajo condiciones mas exigentes. Una
formula comprendida puede coexistir con estimacion, problemas inversos, unidades

fraccionarias, figuras compuestas y transformaciones; una formula memorizada suele
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quedar atada a configuraciones familiares. La progresion propuesta en el capitulo VI
intenta conservar esta continuidad y ofrecer puntos de diagnostico para la evaluacion
formativa.

Las limitaciones de la investigacion de origen son igualmente instructivas.
Cuatro participantes, seleccion intencional, una duracion breve y una transferencia
evaluada mediante un nimero reducido de situaciones impiden generalizar resultados o
atribuir causalidad. La discrepancia interna entre 30 y 32 estudiantes al describir el
grupo total aconseja no utilizar esa cifra como dato analitico. Estas restricciones no
deben ocultarse: son parte de la trazabilidad cientifica. EI valor del caso es explicativo y
generativo, pues permite formular hipotesis sobre procesos y disefiar investigaciones
posteriores mas amplias.

Entre los desafios futuros destacan los estudios longitudinales sobre
construccion de la unidad de area, investigaciones multisitio sobre transferencia, analisis
del discurso docente durante la validacion, comparacion de secuencias con diferentes
variables, y trabajos que integren tecnologia con criterios de accesibilidad. También se
requiere profundizar en el conocimiento matematico para la ensefianza del area y en las
decisiones que permiten a un docente reconocer cuando un error expresa una
concepcion productiva que puede reorganizarse y cuando revela una relacién ausente
gue necesita nuevas experiencias.

La perspectiva general que emerge puede resumirse en una relacion de siete
componentes: objeto matematico, trayectoria cognitiva, medio, variables didacticas,
mediacion docente, recursos y evaluacion. Ningin componente funciona de forma
aislada. Una tarea conceptual requiere un objeto bien definido; una trayectoria orienta la
seleccion de variables; el medio produce retroacciones; la mediacion ayuda a
transformar accion en argumento; los recursos articulan representaciones; y la
evaluacion permite decidir si el conocimiento se conserva cuando cambia la situacion.
Esta arquitectura ofrece una base para disefiar nuevas secuencias y para interpretar sus
resultados con mayor precision.

La obra cierra, entonces, con una posicion educativa clara: ensefiar area como
magnitud significa ensefiar a pensar matematicamente sobre el espacio ocupado, las
unidades que permiten cuantificarlo y las transformaciones que preservan sus
propiedades. La formula no desaparece; recupera su lugar como expresion condensada

de relaciones construidas. Cuando el estudiante puede volver desde el simbolo hacia la
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unidad, la estructura y la transformacion, el calculo deja de ser un procedimiento aislado

y se convierte en conocimiento matematico transferible.
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